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Vorwort zur ersten Lieferung. 

Die allgemeine Theorie der Funktionen mehrerer komplexen 
GroBen hat seit der Wende des J ahrhunderts bedeutende Fortschritte 
gemacht. Wahrend bis dahin, auBer den unmittelbaren Ubertragungen 
bekannter Satze im Falle einer unabhangigen Veranderliehen, kaum 
mehr als der WeierstraBsche Vorbereitungssatz nnd die Satze von 
Cousin zu verzeichnen waren, erfuhr die Theorie bald darauf durch 
die Untersuchungen von Hartog's und E. E. Levi eine wesentliche 
Erweiterung. Auch die Veroffentlichung des zweiten WeierstraB- 
schen Satzes beziiglich impliziter Funktionen, nebst den Untersuchun- 
gen amerikanischer Mathematiker betreffend die Umkehrung einer 
Transformation bei verschwindender Jacobischer Determinante, fiel 
in diese Zeit. Es tut jetzt not, diesen ganzen Stoff zu schichten und 
zu einem einheitlichen Ganzen zu verarbeiten, zumal deshalb, weil 
die Einfachheit manches Ergebnisses erst dann klar hervortritt, 
wenn dasselbe im Eahmen einer systematischen Darstellung ver- 
wandter Erscheinungen steht. 

Die ersten drei Kapitel des zweiten Bandes der Funktionentheorie , 
woraus die vorliegende Lieferung besteht, bringen eine solche Durch- 
arbeitung der Theorie. Darauf folgt eine Behandlung der periodischen 
Funktionen mehrerer Argumente, und nach einer Einleitung in die 
Theorie der algebraischen Funktionen nebst den damit verwandten 
transzendenten Funktionen (Abelsche Integrate, polymorphe Funk- 
tionen) gipfelt die ganze Entwicklung in einem Beweise des Eiemann- 
WeierstraBschen Thetatheorems. 

Cambridge (Massachusetts), im Januar 1924. 

W. F. Osgood. 



Tor wort znr zweiten Auflage der ersten Lieferung. 

AuBer einer griindlichen Revision des Textes, welche ja zu 
manchen kleineren Erganzungen gefiihrt hat, ist namentlich am 
Ende des dritten Kapitels eine Neugestaltung des Stoffes dadurch 
erforderlich geworden, daB es nunmehr gelungen ist, den W ei er- 
st raBschen Satz betreffend rationale Eunktionen auf alle er- 
weiterten Raume auszudehnen, welche ahnlich wie beim projek- 
tiven Raume, beim Raume der Eunktionentheorie , sowie beim 
Raume der Geometrie der reziproken Radien durch Adjungierung 
eines unendlich fernen Bereiches zu einer abgeschlossenen Mannig- 
faltigkeit emporgehoben werden. Durch diese Weiterfuhrung ist 
jener grundlegende Satz auch nach dieser Richtung hin zu einem 
befriedigenden AbschluB gebracht worden. 

Cambridge (Massachusetts), den 1. November 1928. 

W. F. Osgood. 
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Erster Abschnitt. 


Grundlagen der allgemeinen Theorie der Punktionen mekrerer 
komplexen Grolien. 

Erstes Kapitel. 

Integral darstellungen und mehrfache Reihen. Die erweiterten Raume. 

§ 1. Regular© und analytische Kurven des reellen dimension alen 

Raumes. 

Wir wollen uns vorerst (§§ 1—3) die Grundbegriffe ins Ge- 
dachtnis zuriickrufen, worauf die Begriffe: Function, Grenzwert 
und Stetigkeit im Falle beliebig vieler reeller Argumente beruhen. 
Handelt es sich um einen Komplex von m reellen GroBen, 
x m ), so werden wir denselben als einen Punkt des 
m-dimensionalen Raumes benennen, und die einzelnen GroBen 
x l9 ...,x m als dessen Koordinaten bezeiehnen. 1 ) Wir schreiben 
auch (x) als Abkurzung fiir (x l9 — , x m ). 

Unter einem regular en Kurvenstucke G verst ehen wir eine 
Menge { (x ) } von Punkten (x), deren Koordinaten sich folgender- 
maBen darstellen lassen (I, 2 § 2): 

(1) X k = f k (f) f & = 

Dabei bedeutet f k (t) eine im abgeschlossenen Intervalle ( a , b) 
reelle stetige, mit einer daselbst ebenfalls stetigen Ableitung f k (t) 
versehene Funktion; fernerhin sollen fiir keine zwei Punkte t l9 t 2 
des Intervalls die m Gleichungen 

(2) /*(<l) =fjc(t 2 ), 

1) Vgl. Bd. 1 dieses Werkes, Kap. 1, § 8. Solche Zitate werden, wie 
folgt, abgekurzt: (I, 1 § 8). Damit ist die fiinfte Auflage, 1928, gemeint. 

Osgood, Funktionentlieorxe. 11,1. 2. Aufl. 1 
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gleichzeitig bestehen; und endlieh verschwinden die m Ableitungen 
niemals gleichzeitig: 

( 8 ) + 

Bine regulare Kurve entsteht durcb Aneinanderreihung einer 
endlichen Anzahl regularer Kurvenstiicke, ahnlich wie im angefiihrten 
Balle m = 2. Sie laBt sich ebenfalls durch Gleichungen der Form (1) 
darstellen, wobei jetzt f le (t) im abgescblossenen Intervalle (a, b) stetig 
ist und, hochstens von einer endlichen Anzahl von Punkten t = r 
abgesehen, eine stetige Ableitung besitzt. In jedem Punkte t 
existiert sowohl lim /;(*) als lim f' k (t), aber mindestens fur einen 

t~t - (- t-V — 

Wert von k stimmen diese beiden Grenzwerte nicht iiberein. AuBer- 
dem besteht die Eelation (3) in jedem gewohnlichen Punkte; 
in den Ausnahmepunkten gilt diese Eelation sowohl fiir die vor- 
■warts als fiir die riickwarts genommenen Ableitungen. 

Eine regulare Kurve heiBt geschlossen , falls 

hip) = /*(&), 

Sie heiBt einfach, wenn die Gleichungen (1) hochstens fiir den 
Pall gelten, daB t l9 t 2 mit den beiden Endpunkten a, b des 
Intervalls zusammenfallen. Sonst hat sie mindestens einen mehr~ 
fachen PunkL 

Eine regulare Kurve heiBt analytisch, falls jede der Funktionen 
f k (t) im abgeschlossenen Intervalle (a, 6) analytisch ist (I, S. 124). 
Sie besteht aus einem analytischen Kurvenzuge oder sie heiBt eine 
gebrochene analytische Kurve, falls sie sich in eine endliche Anzahl 
aneinander gereihter analytischer Kurven zerlegen laBt. 

Unter einer Geraden versteht man eine regulare Kurve, wofiir 
jede f 7c (t) als eine ganze lineare Funktion von t genommen werden 
kann. Eine gebrochene Linie oder ein Polygonzug setzt sich aus 
lauter aneinander gereihten Geraden zusammen. 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, daB eine regulare Kurve 
schon im Falle m — 2 unendlich viele mehrfache Punkte besitzen 
kann, ohne daB zusammenfallende Bogen vorhanden waren, wahrend 
dies bei einer analytischen Kurve niemals eintreten kann. Kommt es 
bei einem analytischen Kurvenzuge vor, so besteht derselbe zum 
Teil aus zusammenfallenden Bogen. Die Anzahl letzterer, some 
der nicht dazu gehorigen mehrfachen Punkte, wird stets endlieh 
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sein. Im iibrigen wird ein analytischer Kurvenzug von der linea- 
ren Mannigfaltigkeit 

%Jc Mjc ? i = l f 2, . . -j Z 

hochstens in einer endlichen Anzahl von Punkten und Bogen ge- 
troffen. 


§ 2. Das m-dimensionale Kontinuum. 

Bin Punkt (a) = a m ) einer Menge { ( x ) } heiBt ein 

innerer Punkt derselben, falls es eine positive GroBe h gibt, derart, 
daB alle an die Bedingung 

\X] C CL k | <C h , k = 1, . . , m, 

gekniipften Punkte zur Menge gehoren 1 ); (1,5 §2). 

Eine Menge { ( x ) } bildet ein Kontinuum , falls jeder Punkt der- 
selben ein innerer Punkt ist, und falls auBerdem je zwei ihrer Punkte 
durch eine regulare, lediglich aus Punkten der Menge bestehende 
Kurve miteinander verbunden werden konnen. 

Unter der Umgebung, Nahe oder Nachbarschaft eines Punktes 
(a) versteht man ein * Kontinuum, welches (a) enthalt; (I, 1 §8). 
Im ubrigen liegt gewohnlich noch in diesem Begriffe die weitere 
Borderung, daB die Ausdehnung dieses Kontinuums beliebig be- 
schrankt werden darf; daB also nach Angabe einer beliebig kleinen 
positiven GroBe Ji das Kontinuum dann so gewahlt werden kann, 
daB \x h — a k j < h, k = 1, . . . , m, Andererseits ist jedoch nicht aus- 
geschlossen, daB man von einer bestimmten oder geeigneten Um- 
gebung spricht, womit eben gemeint ist, daB h nur einmal gewahlt 
und dann festgehalten wird. Demgegenuber wird der zuerst er- 
klarte Sinn des Wortes wohl dadurch verscharft, daB man von 
einer beliebigen Umgebung spricht. So trifft es beispielsweise zu, 
daB die Umgebung eines Punktes (b l9 gleichsam eine 

Bunktion der Umgebung eines zweiten Punktes a m ) wird, 

indem nach willkiirlicher Angabe der letzten Umgebung stets eine 
bestimmte Wahl der ersteren moglich ist, welche den Borderungen 
des in Betracht kommenden Satzes entspricht. 


1) Dies© Definition erfahxt ein© Erweiterung, wenn es sich um Tc-dimen- 
sionale, in einem m = (7c -j- r)-fach ausgedehnten Baume gelegene Mengen handelt. 
Yorlaufig ist aber k = m } r = 0. Eine ahnliche Bemerkung gilt auch fiir das 
Kontinuum. 
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Ein Bandfunkt eines Kontinuums ist jeder Punkt, in dessen Um- 
gebung 1 ) sowobl Punkte des Kontinuums als auch solche Punkte 
liegen, welche nicht zum Kontinuum gehoren; (I, 2 § 2). Wie man 
sieht, gehort einem Kontinuum keiner seiner Randpunkte an. 

Enter einem Bewick des m-dimensionalen Raumes verstehen 
wir ein Kontinuum, wozu noeb ein Teil der Randpunkte Oder aueh 
alle derselben gezahlt werden diirfen. 

Einiges iiber Punktmengen. Eine Punktmenge { (m) } liegt 
im Endlichen, wenn jede Koordinate x h endlich bleibt. Die Begriffe 
Haufungsstelle, abgeschlossen und perfeht werden aueh ahnlich wie in 
den friiheren Fallen m —1,2 erklart, und brauchen deshalb nicht 
weiter besprochen zu werden; (1, 1 § 8). 

Enter der Ableitung einer Punktmenge versteht man die Menge 
der Haufungsstellen derselben. 

Enter der Entfernung D zweier Punkte (a) und (&) ist die Zahl 

D = V¥i - h? + • • • + (a» - U* 
gemeint. Zuweilen empfiehlt es sich, die Abweichung oder den 
Abstand (ecart) der Punkte zu gebrauchen. Dieser soli, wie folgt, 
definiert werden: 

A = I Oi — j + • • • + | a m frm I - 

Es ist D <: A, A ^ YmD. 

Eine P unk tmenge M hangt zusammen, falls je zwei Punkten 
(a) und (b) derselben und jeder positiven Zahl e eine Reihe 
zur Menge gehoriger Punkte (a«), . . ., (a<~ n ~V) — wobei noch 

( a 0>) = ( a ) und (a (n| ) = (b) gesetzt werden mogen — zugeordnet 
werden konnen derart, dab die Entfernung zwisehen (a( k >) und 
( a (fc+P) kleiner als e ausfallt. 

Wir haben den folgenden von WeierstraB herriihrenden Satz 
bereits fruher (I, S. 85) allgemein ausgesprochen. 

Satz. Ist P eine unendliche im Endlichen gelegene Punkt- 
menge, so hat P mmdestens eine Haufungsstelle, welche indessen 
nicht zur Menge zu gehoren braucht. 

Zusatz. Ist P eine in einem abgeschlossenen Bereiche 3 ge- 
legene unendliche Punktmenge , so hat P mindestens eine Hiiufungs- 
stelle, und zwar liegt jede Haufungsstelle von P in <3. 

1) Hier ist das Wort ZJmgebung im Sinne einer beliebig kldnen Umgebung 
gebraucht. 
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§ 8. Funktion, Grenzwert und Stetigkeit* 

Der friiher auseinandergesetzte Begriff einer Funktion (I, 1 § 1) 
laBt sich aueh hier direkt iibertragen. Im einfachsten Falle wird 
ein Bereich % vorgelegt, dessen Punkten dann je eine zweite 
reelle Zahl u zugeordnet wird. Alsdann heiBt u eine Funktion 1 ) 
von 

u = f(x l9 . . ., xj. 

Es diirfen also die Bandpunkte zum Teil oder ganz zum Be- 
reiehe gerechnet werden. Allgemeiner darf an Stelle von % jede 
beliebige unendliche 2 ) Menge { ( x ) } treten, wahrend andererseits den 
Punkten von { (x) } mehrere (auch unendlich viele) Werte 
zugeordnet werden konnen. Wir werden uns indessen, sofern das 
Gegenteil nicht ausdriicklich erwahnt wird, auf eindeutige Funk- 
tionen beschranken. 

Der Zusatz von Bd. I, S. 87 gilt auch fur Funktionen mehrerer 
Yariabelen. Wir fiigen zugleich noeh einen weiteren Teil hinzu: 

Theorem: 1st f(x l9 ... 9 x m ) eine beliebige Funktion , welche 
algebraisch genommen unter (uber) einer festen Zahl bleibt , so hat 
x m ) eine obere (untere) Grenze. 

Liegt die Menge P der Punkte , in welchen die Funktion defi- 
nieri ist, im Endlichen , so sind zwei Falle moglich: 

a) die Funktion erreicht ihre obere (untere) Grenze in einem 
Punkte von P; besitzt also ein Maximum (Minimum); 

b) im anderen Falle gibt es einen Punkt (x[, . . x' m ), in 
dessen Umgebung die Funktion ihrer oberen (unteren) Grenze beliebig 
nahekommt . Der Punkt (x[ 9 . . x' m ) braucht nicht zu P zu ge- 
horen, befindet sich aber sonst notwendig unter den Punkten der 
Ableitung von P. 

Die friiher en Definitionen: Grenzwert, stetig, gleichmafiig stetig 
(1, 1 §§ 2—4 und I, 2 §§ 1, 2) lassen sich auch hier direkt iibertragen. 
Das du Bois-Reymondsche Theorem (I, S. 80, 53), betreffend 
die Existenz eines Grenzwertes, behalt ebenfalls fur Funktionen 
mehrerer Yeranderlichen seine Giiltigkeit bei. 

Auf den Begriff des Bandwertes (I, S. 56) miissen wir indessen 

1) Man vergleiche auch Bd. I, S. 1 Anm. 4. 

2) Begrifflich diirfte man ja aueh endliche Mengen zulassen, was indessen 
hier unzweckmaJBig ware. 
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noch etwas naher eingehen. Der einfachste Pall ist der, daB die Funk- 
tion sich ein und demselben Grenzwerte naher t, wie auch immer der 
Punkt (x l9 . . ., x m ) 9 stets im Definitionsbereiche der Funktion ver- 
bleibend, dem Randpunkte zustrebt. Um uns nun bei dieser De- 
finition nicht ins Allgemeine zu verlieren, wollen wir die Voraussetzung 
machen, falls mehrfach zu zahlende Randpunkte yorliegen, daB der 
Definitionsbereich der Funktion sich in eine endliche Anzahl von 
Teilbereichen zerlegen laBt, derart, daB die Funktion, fiir einen be- 
liebigen derselben betrachtet, in jedem Randpunkte des bewuBten 
Teilbereiches einen Randwert im obigen Sinne annimmt. 

§ 4. Die Stetigkeitssatze. 

Die vier Stetigkeitssatze (1, 1 § 4) nehmen jetzt folgende For- 
mulierung an: 

1. Satz. 1st die Funktion f(x l9 . . x m ) in einem abge- 
schlossenen Bereiche stetig, so ist dieselbe dort endlich . 

2. Satz. Ist die Funktion f(x l9 . . ., x m ) in einem abge~ 
schlossenen Bereiche stetig , so nimmt sie dort einen grofiten, sowie 
einen kleinsten Wert an. 

3. Satz. Ist die Funktion x m ) in einem beliebigen 

Bereiche % stetig und ist a m ) 4 s • • •> b m ) 9 wobei 

a m ) und (b l9 . . . 9 b m ) zwei Punkte von X sind ; liegt jerner 
N zwischen den beiden Zahlen a m ) und f(b l9 . . ., b m ), 

so gibt es mindestens einen Punkt (x[, . . x' m ) von X, in welchem 
f(x l9 ... 9 x m ) den Wert N wirklich annimmt : 

f(x{, ...,x' m )=N. 

4. Satz. Ist die Funktioji f(x l9 . . ., x m ) in einem abge~ 
schlossenen Bereiche stetig , so ist sie dort auch gleichmaflig stetig . 

Die Beweise dieser Satze werden gerade so gefiihrt, wie im 
Falle m = 1 (I, 1 §§ 4, 9), nur wird man bei der Begriindung des 
3. und des 4. Satzes, sofern mehrfache Randpunkte yorliegen, 
den Definitionsbereich vorerst in Teilbereiche der bewuBten Art 
zerlegen. Den 4. Satz wird man dann fiir jeden dieser Teilbereiche 
ohne Schwierigkeit dartun, woraus sich dann der Beweis fiir den 
allgemeinen Fall sofort ergibt. 

Was endlich den 3. Satz anbetrifffc, so sieht man, daB man 
den Punkt (a 1? ...,a w ), falls dieser am Rande liegt, durch einen 
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benachbarten inneren Punkt (a{ . . . , a' n ) ersetzen kann, in welchem 
die Funktion einen nur wenig verschiedenen Wert erhalt: 

/ (^1 > * * * s ^m) / (Qj-l , . . . , <C / ( &i , • - • j U m ) “f ~ 

Und ebenso, falls (b 1} . . b m ) am Eande liegt. Wir diirfen also an- 
nehmen, daB sowohl (a 1} . . a m ) als (b l9 . . fr m ) innere Punkte 
sind. Und nun wird man dieselben durch eine im Definitions- 
bereiche yerlaufende regulare Kurve miteinander verbinden. Nach 
dem 3. Satze von Bd. I, 1 § 4 wird f{x l9 ... 9 x m ) 9 als Funktion 
von t betrachtet, den Wert N in einem Punkte dieser Kurye an- 
nehmen, womit dann der Satz bewiesen ist. 

§ 5. Analytische Funktionen mehrerer komplexen Veranderlichen. 

Sei T ein Bereich des 2%-dimensionalen Raumes, dessen Punkte 
die Koordinaten x l9 y l9 x 2 , y 2 , . . x n , y n haben. Indem wir die 
komplexen Yariabelen 

h= «i+ iyi> • - •, «»= %n+ iy n 

bilden, konnen wir die Punkte von T auch als das geometrische 
Bild des imaginaren Zahlenkomplexes z n ) auffassen. Diesen 

Komplex wollen wir gleichfalls als einen Punkt bezeichnen, wobei 
wir eben an den Punkt (x lf y x > x %9 . . y n ) denken. 1 ) 

Unter einer komplexen Funktion von z n ) verstehen wir 

nun eine komplexe Veranderliche 

w = u + iv = /(%, . . .>z n ), 

wo u, v reelle Funktionen von y n ) im Bereicbe T vorstellen. 

Die friiheren Definitionen von Grenzwert und Stetigkeit lassen 
sich auf den gegenwartigen Fall ohne weiteres iibertragen. 

Die Funktion w soil im Bereiche T als analytisch erklart werden, 
falls w in jedem inneren Punkte von T eindeutig definiert und eine 
partielle Ableitung nach jedem Argumente z l9 . . .,z n daselbst besitzt. 
Ist (a 19 . . . , a n ) ein innerer Punkt von T, so wird f(a l9 a n ), 
als Funktion von z h allein betrachtet, dem Goursatschen Satze 
(I, 7 § 16) zufolge, im Punkte z h = a k analytisch sein. 

1) Bisweilen empfiehlt es sich, wie in der algebraischen Geometrie im 
komplexen Gebiete, den Komplex (z 1} . . z n ) als einen Punkt des sogenannten 
n - dimensionalen komplexen (= imaginaren) Raumes zu betrachten. Wir werden 
aber stets, sofem das Gegenteil nicht ausdriicklich erwahnt wird, den 2 n- dimen - 
sionalen reellen Raum benutzen. 
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Es wird sich spater ergeben, daB eine in T analytische Ennktion 
daselbst auch stetig ist. Um die Darstellung indessen nicht gleich 
zu Anfang mit einer sehr speziellen Untersuchung zu belasten, werden 
wir vor der Hand die weitere Eorderung noch in die Definition einer 
analytisehen Ennktion mit aufnehmen, daB z n ) in T stetig 

sein soli. 

Die Ennktion w heifit analytisch in einem Punkte (a 1? . . ., a n ), 
wenn sie in der Umgebung dieses Pnnktes analytisch ist. Sie heiBt 
in einer Punktmenge M analytisch , wenn sie in jedem Punkte von 
M analytisch ist. 

Einen beliebigen inneren Punkt (a) von T kann man in einen 
Bereich 

(!T)l j 2j c a k } ^ h , Jc » 1, . . n, 

einbetten, dessen samtliche Punkte zu T gehoren. Ist nun w in T 
analytisch, so kann man die Cauchysche Integralformel auf (T) 
direkt anwenden, vgl. § 10 Anm. 1 * * * * ), woraus denn folgt, daB samt- 
liche Ableitungen der Eunktion vorhanden und stetig sind, und dem- 
gemaB sich auch in T analytisch verhalten. Insbesondere gelten die 
2 n Cauchy -Riemannschen Differentialgleichungen 

,-rv du dv du d_v_ 

^ ~~ dy k 9 dy k dx jc 9 

wobei nun sowohl u als v unbegrenzt oft differenzierbar sind und samt- 
liche Ableitungen stetig von alien 2 n reellen Argument en abhangen. 

Die Satze von Band I, S. 238- — 9 ubertragen sich unmittelbar 
auf Eunktionen mehrerer Veranderlichen. Ist insbesondere 

w = f(z 1> . . .,z n ) 

im Punkte (a l9 . . a n ) analytisch , und setzt man ferner 

Zk = <Pk(r l9 . . r m ), 

wobei <p k (r x , . . . , r m ) im Punkte (b l9 . . b m ) analytisch ist und dort 
den Wert a h annimmt , so ist w, als Funktion von (r x , . . . , r m ) be - 
trachtet y auch im Punkte (b l9 . . ., b m ) analytisch . Im ubrigen ist 

dw dw dz 1 , , dw dz n 

7s — 1 = 7; — 7 * 4 - * • • -J— 7; — , Z = 1, . „ m. 

dr z dz x on cz n dr x 


1) Was die Disposition des Stoffes anbelangt, so empfiehlt es sich, an 

dieser S telle blofi die Cauchysche Integralformel fur den soeben vermerkten 

beschrankten Fall heranzuziehen, um daraus die Existenz und Stetigkeit der 

Ableitungen aller Ordnungen zu entnehmen. Hierzu geniigt es, blob die erste 

halbe Seite von § 10 hier vorauszuschicken. 



§ 5. Analytische Funktionen mehrerer komplexen Veranderlichen 


In der Tat ist 

dw du , . dv 

dz 7c “ dx k dx le * 

Setzt man ferner 

n= £i+ir]i, 

so wird 

dz k dx k -dy k 

3n dil ^ dSi ' 


9 


Auf Grand der Cauchy -Riemannschen Differentialgleichungen er- 
kennt man nun, daB 

( du . dv\ (dx h -dy h \ ( dv d x k , dv dy k \ 

\dx 7c ~ t ' l 'dxj\dh~ t ~ dx k d^dy k dSi \dx k 3ft ^dy^hr 

und damit ist die zu beweisende Relation auf den entsprechenden 
Satz der Differentiakechnung zuruckgefuhrt. 

Die Besprechung von Satzen betreffend hohere Ableitungen 
findet in § 11 statt. 

Das Differential wird, wie folgt, definiert, Sei 
w = f(z 1 ,...,g n ) 

in einem Punkte a n ) analytisch, und man erteile z k einen 

Zuwachs A z k , t = Dann soil das Differential der Funktion 

im Punkte a n ) durch die Gleichung erklart werden: 

(A) ^ = ||A, 1 + ... + gA, n) 

wobei jede Ableitung fur den genannten Punkt gebildet wird. 
Das Differential dw unterscheidet sich vom Zuwachs 


A.W — f (z x -f- A%, • . • j &n ~f" A 871 ) f (% j • • • ? &n) ) 


wobei noch immer (s) = (a) zu nehmen ist und auBerdem 

(%+ . . .,s» + As n ) 

in T liegt, durch eine unendlich kleine GroBe hoherer Ordnung: 


A w — dw = £i A % + * • • -p £n j lim r Q k — 0 . 

(a s) = (0) 

Aus (A) folgt, indem man w = z k setzt , daB 


(B) 

(0) 


dz k = A z k , 


dw = 4“ dz x + 

oz i 


i dw j 

+ JzJ Zn - 




Bisher waren %, . . ,,z n die unabhangigen Variabelen. Werden 
letztere nun durch andere, etwa durch r l 9 .*.,r m ersetzt, wie im 
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vorhergehenden Satze, so ergibt sich auf Grund dieses Satzes, daB die 
Eelation (C) ihre Giiltigkeit noch beibehalt. Die Delation (C) ist 
richtig , was auch immer die wiabhdngigen Variabelen sein mogen. Es 
sei noch hervorgehoben, a) daB es der Definition gemafi nur Differen- 
tiale von Eunktionen oder unabhangigen Variabelen gibt 1 ); b) daB 
das Differential eine Funktion von 2 n Argnmenten ist, namlich von 
den n Argumenten der vorgelegten Fnnktion nnd den n Zuwaohsen. 
Die allgemeinen Formeln der Differentialrechnnng: 

d(cw) = cdw; 
d(w 1 + w 2 ) = dw x + div 2 l 
d(w 1 w 2 ) = w x dw 2 + w 2 dw 1 ) 

w 2 dw x — w 1 dw 2 

w 2 w 2 2 ’ 

behalten auch bier unter den tiblichen Voraussetznngen ihr Giiltig- 
keit bei. 

Aus diesen Satzen geht hervor, daB die rationalen Funktionen 
mehrerer Veranderliehen sich in jedem Punkte, in welchem sie de- 
finiert sind, analytisch verhalten. Dasselbe gilt auch fur alle Funk- 
tionen, welche aus den elementaren Funktionen zusammengesetzt 
sind, wie z. B. 

w — (a%+ lz 2 )e-~ z * } log (% 2 + 2 2 2 )> usw. 

Ein Mittelwertsatz. 2 ) Sei ,z n ) eine in den Punkten 

K+ th l9 . . a n + th n ), oztgi, 

analytische Funktion der n Argumente z lf . . z n> wobei die reelle 
Variahele t, unabhangig von den GrofSen a k , h Jc , das Intervall (0, 1) 
durchlaufL Dann ist 

n 1 

f(a i+K, ■ • -> «« + K) — / (%, • • •> a n) = F hcjfk (a i +t\, . . a n +th n ) dt. 

l 0 

In der Tat ist 

n 

g t /(a i + th i, ■ ■ ■, a n + th n ) =Fi 1 + •••>“« + th n ), 

k =* 1 


1) Hieruber vergleiche man indessen eine Bemerkung des Verfassers in 
seinem Advanced Calculus , S. 119. 

2) WeierstraB, Berliner Monatsberichte, 1876, S. 687, Werke, 2, S*64, 


(i) 

(ii) 
(in) 

(IV) 



§ 5. Analytische Funktionen melirerer komplexen Veranderlichen H 

worans sich denn die betreffende Delation dnrch Integration sofort 
ergibt. 

Satz. Sei f(z l3 ...,z n ) im Innern eines abgeschlossenen Be- 
reiches T a?ialytisch und am Bande desselben stetig. Dann nimmt 
| z n ) | seinen grofSten Wert am Bande von T an. 

Sei G der groBte Wert von | z n ) | . Wurde nnn dieser 

Wert in einem inneren Pnnkte a n ) von T erreicht: 

I / (^1 ? • * • 9 & n ) I = G , 

so miifite auch der absolute Betrag der im Pnnkte z 1 = a x 
analytischen Funktion /(%, a 29 • • a n ) der einen Veranderlichen z x 
im Punkte z 1 — a x ein Maximum haben. Nach dem 3. Satze 
(1,13 §3) und der darauf folgenden 2. Aufgabe 1 ) erweist sich f 
somit als eine Konstante in bezug auf z lf und mithin auch in 
bezug auf samtliche Argumente in der Nahe der Stelle (a). 

Von hier ab verlauft der Beweis gerade so, wie der Beweis 
des Lehrsatzes von Bd. I, Kap. 7, § 7, S. 334. 

Der Liouvillesche Satz. 1st die Funktion f(z l3 ...,z n ) in 
jedem Punkte z n ) analytisch und bleibt f(z l3 ... 3 z n ) aufier- 

dem endlich , so ist diese Funktion eine Konstante . 

Seien a n ) und (b l3 . . b n ) zwei beliebige Punkte. 

Dann genligt es zu zeigen, daB 

f (Pi 9 ••• 9 b n ) = f (U]_ , . . . , u n ) . 

Aus dem Liouvilleschen Satze fur Funktionen einer Variabelen 
(I, 7 § 5, 3. Satz) folgt, daB 

/ (^1 9 ^2 9 • • • 9 "b n ) 

fur alle Werte von z x den gleichen Wert beibehalt. Daher ist ins- 
besondere 

f(pi, b 2 , ...,&*) = f(a l3 b 2 , . . ., b n ). 

Wir bilden nun die Funktion 

/ (% 9 j b z , . . . , 

1) Es ist indessen nicht notig, auf die Entwicklungen der Potentialtheorie 
Bezug zu nehmen, denn der Zusatz von Bd. I, S. 315 laBt sich mit Leichtig- 
keit dahin erweitern, daB die Gleichung | f ( 2 0 ) | = M nur dann gelten kann, 
wenn f{z) im ganzen Kreise konstant ist: f(z) = Me cc ^ 
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und schliefien in gleicher Weise, da!3 

/(% s &2> ^3? * * •> ^n) “ /(%? ^3? • * •> W* 

Durch Wiederholung des Yerfahrens gelangt man schliefilich 
zu der in Anssicht genommenen Gleichung. 

§ 6. Implizite Funktionen. 

1 . Satz. Sei F(w, z l3 . . z n ) im Punhte (b, a l9 . . a n ) ana - 
lytisch, und sei ferner 

F(b, a l9 ... 9 a n ) =0, 

F'(b, &i, . . & n ) =j= 0 j ~ * 

Dann existiert eine im Punhte a u ) analytische Funktion 

(1) w = <?(%, . . « n ), b = 9?(a x , . . 0, 

welche, in F eingetragen, diese Funktion identisch zum V erschwinden 
bringt und somit die Gleichung 

F(w,z l9 . . . 9 z n ) = 0 

in der Ndhe der Stelle (b, a l9 ... 9 a n ) auflost. 

Des weiteren gibt es zwei positive Zahlen g , h derart , 

a) da/3 F(w, z n ) sich im Bereiche 

T: \w — b\ <h 9 \Zk — a>k\<9> 

analytisch verhalt; 

b) da/3 cp (z x , • . . , z n ) sich im Bereiche 

%: W~a h \ <g, * = 

ebenfalls analytisch verhalt und aufierdem 

\i -~(p(z l9 ... ) z n ) | <h 

bleibt, wenn der Punkt (z) beliebig in % angenommen wird; 

c) daj3 die Gesamtheit der in T gelegenen Nullstellen von F sich 

mit den Punkten der Menge (w,z l9 ..., z n ) deckt, wobei z n ) 

in % beliebig gewahlt und w dann aus (1) berechnet wird . 

Der friiher im Dalle eines Polynoms durehgefuhrte Beweis, 
Bd. 1, S. 64, behalt seine Giiltigkeit auch fur den allgemeinen 
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Pall. Die Ableitungen von cp werden aus F nach den bekannten 
Eegeln der Differentialrechnung berechnet. 

2. Satz. Jede der Funktionen 


Ft K> 

' * * * 9 Wp >%>•••> Zp) 9 

Z = 1, .. 

sei analytisch im Punkte 

(fii> . , , 9 bp] $!?•••> 

und verschwinde 

dort: 




• jbp 9 a i ? ? $n) == 0 , 



wahrend die Jacobische Determinante 


T = V , . . . d J» 

dw x dw p 

dort nicht verschwindet . Dann existieren p im Punkte (a l9 ... 9 a n ) 
analytische Funktionen 

(1') Wi= 9>i( e l> •• •>«»)> < = 1, 

welche, in F Z9 l = 1, . . p 9 eingetragen 9 diese Funktionen identisch 
zum Verschwinden bringen und somit das Gleichungssystem 

F l (w l9 . . .,w 9 ; z l9 . . . 9 z n ) = 0, z = i, 

in der Nahe der Stelle (b l9 . . b P ; a l9 . . a n ) gleichzeitig auflosen. 
Des weiteren gibt es zwei positive Zahlen g, h derart , 

a) dap F l (w l9 . . w P ; z n ) sick im Bereiche 

T: \Wi — bi\ <h 9 \z j — a j \<g 9 

analytisch verhalt; 

b) dap cpi(z l9 . . z n ), i = 1, . . p } sick im Bereiche 

%: \z i — a i \<g, j = 

ebenfalls analytisch verhalt und auperdem 

I <pi (% J * • • 9 ^7i) | ^ > / salt .. -i Pi 

bleibt 9 wenn der Punkt (z) beliebig in % angenommen wird; 

c) dap die Gesamtheit der in T gelegenen gleichzeitigen Null - 

stellen von F z , Z = 1, p 9 sick mit den Punkten der Menge 

{ (w l9 . . w P ; z n ) } deckt, wobei z n ) beliebig in 

% gewaklt und w l9 ... 9 w v dann aus den Gleichungen (1') berechnet 
werden . 
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Der Beweis wird gerade so gefiihrt, wie im Falle reeller Funk- 
tionen; Bd. I, S. 70. Der Pall eines verschwindenden J wird in 
einem spateren Kapitel untersucht. 


§ 7. liber die TJmkelirung eines Funktionensystems. 

Satz. Sei &i(u lf . . u v ) 9 l — 1, . . p, eine im Punkte 
(b l9 *.i,b P ) analytische Funktion der Argumente und 

sei 

ai= <6>i(b 19 . . b v ), 


Sei femer die Jacobische Determinante 




du x 


dj>» 

dup 


im Punkte (b lf . . b p ) von Null verschieden . Dann wird die vollr 
standige Auflosung des Gleichungssystems 


Xi — 0i(u^, . . . , Up) 9 


1 = h -.-IJPI 


wo (z x , . . . , x P ) ein beliebiger Punkt einer geeigneten Umgebung der 
Stelle aj,) ist und (%, . . u P ) nicht aufterhalb einer Um- 

gebung der Stelle (b l9 ...,b P ) liegen darf, durch ein Gleichungs - 
system von der Form gegeben : 


u i — cpi (x x , . • • , X 2 ,) 9 


1, 


wobei cpi eine im Punkte (x) = (a) analytische, den Wert b l dort 
annehmende Funktion von (x) bedeutet. 

Im ubrigen ist die Jacobische Determinante j der Funktionen 
cpi ebenfalls von Null verschieden, und zwar ist 



Der Beweis gestaltet sich wie im reellen Falle; Bd. I, S. 78. 
Auf den Pall, daB J verschwindet, und zwar sowohl identisch als auch 
nicht identisch, werden wir an einer spateren Stelle genau eingehen. 

Die Funktionen $>i konnen auBer von u V9 noch von m 

Parametern X x , . . . , X m abhangen. 1st dann u P ; X x , ... , X m ) 

an der Stelle (b l9 . . b P ; A[ 0) , . . X^J) analytisch in alien p + m 
V eranderlichen und verschwindet J dort nicht, so laflt sich das 
Gleichungssystem 

x l =0i('U 1 ,...,u P ;X 1 ,...,A m ) i=h.. ., P , 


wo , Xp) in der Ndhe von a P ), (X l9 ... 9 X m ) in der 

Ndhe von . . . , AJJp) , und u v ) nicht auperhalb einer 
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entsprechenden Umgebung von (b l9 . . b^) liegt, in der Form auf~ 
losen: 

Ul = (pi {X\ 3 • • • J J , . . . J A m ) 3 2 = 1,. -a p* 

wobei sick cpi im Punhte a^; . .., A^) analytisoh ver~ 

halt und dort den Wert b t annimmt 

§ 8. Einige allgemeine Satze. 

Die Satze dieses Paragrapken sind nur unmittelbare Verall- 
gemeinerungen der letzten Satze von (I, 7, S. 819 — 824). Darum 
diirfte es wohl den meisten Lesern bequemer sein, dieselben aus 
jenen friiheren Satzen oline weiteres fur sich abznlesen. Wir 
miissen aber die allgemeineren Pormulierungen explizite aus- 
sprechen, damit wir spater darauf Bezng nehmen konnen. 

1. Satz. WeierstraBseher Eeihensatz. Sei 

/(%, ...,*»)= *n) + • • • , *») 4 

eine unendliche Reihe von Funktionen , deren able sich in einem 
2n-dimensionalen Bereiche T analytisch verhalten . Konvergiert sie 
dann in jedem abgeschlossenen innerhalb T gelegenen Bereiche S 
gleichmafiig, so stellt sie eine in T analytische Funktion vor . 

Des weiteren la fit sich die Reihe gliedweise differentiieren: 

flc (^1? • • •? ^n) Fzj ^ ^ J ‘ J 

Diese leiztere Reihe konvergiert ebenfalls gleichmafiig in jedem der 
genannten Gebiete , und die vorgelegte Reihe gestattet somit unbegrenzt 
die gliedioeise Differentiation . 

Auch die andere Pormulierung des friiheren Satzes (1, 7, S. 820) 
kann zufolge des Satzes von S. 9 auf den Pall mehrerer Argument e 
iibertragen werden. Der 6. Satz ? Bd. 1, S. 821 , lautet hier, wie folgt: 

2. Satz. Allgemeiner sei s(z l7 . : . , z n ; a l7 . . ., a m ) fur unendlich 

vide Punhte (a) — (a l9 . . a m ) eine in einem Bereiche T analytische 
Funktion der komplexen Argumente z l9 . . ., z n . Beim Grenzubergange 
lim (a) = (5) — (a x , ... , a m ) moge ferner s(z 1} a l9 . . > 9 a m ) 

einem limes zustreben : 

lim s(z x , . . z n ; a l9 . . ., a m ) = /(%, . . ., s n ), 

(«) = (a) 
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und mar so , da§ die Konvergenz in jedem abgeschlossenen inner- 
halb T gelegenen Bereiche S eine gleichmaftige ist. Dann verhdlt 
sich /(%,...,£*) in T analytisch . 

Des weiteren ist 


f dzx fdz 2 ... f f{z 1 , . . z n )dzj, 
i\ h h 



wobei i = 1, . . ft, eine regulars Kurve der z r Ebene und 
Zj— Cj (konst.), j = k + 1? • • -> n, ist, vorausgesetzt nur, da/3 jeder 
Punkt (z 1) . . z jc , c k+1 , . . ., c n ), unter % einen beliebigen Punkt 
v,on Pi verstanden, ein innerer Punkt von T ist . 


Endlich ist 


df 


= lim 


ds 


rs XXJLJJL , 

OZjc ( a ) -fa) Cz lc 


wobei die Funktion s ZJc {z x , ...,£, 


» n ) u l9 . . ., a m ) ebenfalls in jedem der 
genannten Bereiche 8 gleichma/3ig konvergiert; miihin ist auch all - 
gemein 

f) l, i + • * + (*nf + • * • + P vi s 

L _ — 

dz l l'...dz!p («)=(«) d4'...dz» n 


Wir wenden nns jetzt zum 7. Satz, Bd. 1, S. 822. 

3. Satz. Sei f(t l9 . . .,t m ; z n ) eine stetige Funktion der 

m + n Argumente , wobei t k , k = 1, . . m, ein beliebiger Punkt 
einer regularen Kurve G k der t k -Ebene und (z 1} . . z n ) ein be- 
liebiger Punkt eines %n~dimensionalen Bereiches T ist . Erteilt man 
t k ,k =1, . . .,m, einen willkurlichen Wert auf C k9 so soli sich 
f(t x , . . . 9 t m ; # l9 . . z n ) fernerhin , als Funktion von (z l9 . . ,,z n ) be - 
trachtet , in T analytisch verhalten . Dann definiert das Integral 

'f dt 2 • • % f f(h> • * * ? y &i) • • •} %ri) dt m 
k k c m 

eine in T analytische Funktion F(z 1 , . . z n ). Im ubrigen ist 


gh +• 1- hi ]? 

d4' ■ ■ ■ dz k n n 


= I dtj J dt 2 . . . I ~~ - - k ~-dt„ 

x x x 8z i ■ • ■ 

v m 


Der fortgelassene zweite Teil jenes friiheren Satzes entspricht 
hier dexn zweiten Teile des 2. Satzes und lafit sich demgemaB so- 
fort ablesen. 
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4. Satz. Genugt f(t l9 . . ,,t m ; z lf . . ., z n ) denselben Bedingungen 
wie im 8. Satze , so wird auch die Funktion 

dz k f . . . dfy 

diese Bedingungen erfullen. 

Die in den beiden Aufgaben, Bd. I, S. 824, enthaltenen Satze 
gestatten ebenfalls die naheliegenden Yerallgemeinerungen. 

Znm Beweise dieser Satze wird man am bequemsten alle 
Argumente z h bis auf eins f esthalten und die frnheren Satze dann 
anf letztere Funktion anwenden. Dab jene Satze fur den Fall 
mehrerer Parameter a l9 ... 9 a m gelten, erbellt ja sofort. Im 
ubrigen diirfen die vorstehenden iterierten Integrale durch mehr- 
dimensionale uber Flachen bzw. Hyperflachen hin erstreckte Inte- 
grale ersetzt werden. 


§ 9. Zylinderbereiuhe. 

Eine besondere Klasse von Bereichen, welche in der Praxis 
gute Dienste leisten, ist folgende. Sei T k ein Bereich der ^-Ebene 
k = 1 , . . n, und sei £*.= % + iy k ein beliebiger Punkt von T 7c . 
Dann bilden die entsprecbenden Punkte (x l9 y 1 , x 2i . . y n ) einen 
2w-dimensionalen Bereich, welehen wir als einen Zylinderbereich 
benennen und haufig durch das Symbol (T l9 . . T n ), oder kiirzer 
noch durch (T) bezeichnen wollen. 

Schon im einfachsten Falle, wo n > 1 ist, entzieht sich ein 
solcher Bereich der Anschauung, da er im vierdimensionalen 
Eaume liegt. Immerhin hilft es etwas, wenn man sich analoge 
Bereiche im Eaume von zwei und drei Dimensionen vorstellt, und 
zwar sind das folgende: 

a) In der analytischen Geometrie geht man zunaehst von 
eigentlichen Punkten mit reellen Koordinaten, ( x , y ), aus und fiigt 
dann noch ideale Punkte hinzu, deren Koordinaten komplexe 
Zahlen sind. Trotzdem behalt man mit Vorteil die Sprechweise des 
reellen Falles noch bei, indem man etwa von „Kurven“, vom 
„Schnittpunkt zweier Kurven“ usw. redet. 

In ahnlicher Weise kann man auch hier vorgehen. Das 
Wesentliche an einem Bereiche (T 19 T 2 ) — um beim einfachsten 
Falle zu verbleiben — - besteht eben darin, daB z x in einem vor- 
gegebenen festen Bereiche T x willkurlich angenommen, und dann 

Osgood, Fimktion.entlxeorie. 11,1. 2. Aufl. 2 
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z % , unabhdngig von der Wahl von z l9 in einem zweiten vorge- 
gebenen festen Bereiche T 2 beliebig gewaklt wird. 

Das Analogon des Bereiches T 1 im eindimensionalen reellen 
Raume ist ja eine Strecke der #-Achse. Entsprechendes gilt auch 
fiir T 2 , und so wird man denn in der Ebene der analytischen Geo- 
metrie zu einem Rechteck 

a' < x < a", V < y < b", 

gefuhrt. Ist n = 3, so stellt sich ein Parallelepipedon ein. 

Ein wesentlicher Mangel dieser Yorstellung besteht in den Zu- 
sammenhangsverhaltnissen. Unter einem Bereiche T von linearem 
Zusammenhange verstehen wir folgendes. Sei C eine beliebige ganz 
innerhalb T gelegene einfache geschlossene Kurve. Dann soil es 
moglich sein, C anf einen inneren Punkt von T stetig zu deformieren, 
ohne daB C dabei dnrch einen Randpunkt von T hindurchgeht. 1 ) 
Einen solchen Bereich werden wir auch schlechtweg als einen ein - 
fach zusammenhdngenden bezeichnen, sofern, spateren Definitionen 
gegenuber, kein MiBverstandnis zu beflirchten ist. 

Wie man sieht, hangt ein Rechteck oder ein Parallelepipedon 
einfach zusammen, und dasselbe gilt auch von einem Bereiche 
(T l9 sofern jedes T h einfach zusammenhangt. Ist letzteres 

hingegen nicht der Fall, so weist (T) mehrfachen Zusammenhang 
auf. 

b) Um dem soeben besprochenen Mangel vorzubeugen, konnen 
wir uns, wie folgt, behelfen. Sei T l9 wie bisher, ein Bereich der 
z x = x x + iy x - Ebene. Anstatt aber den Bereich T 2 zu betrachten, 
lassen wir eine Strecke a' < £ < a" an Stelle dessen treten. Die 
Tripel (x 1 , y t , £) konnen dann als Punkte eines Zylindersegments 
gedeutet werden, welches durch zwei auf den Erzeugenden senk- 
recht stehende Ebenen begrenzt wird. 

Dieses geometrische Bild hat den Vorteil, daB der neue Be- 
reich nicht mehr einfach zusammenhangt, wenn das gleiche nicht 
schon von T x gilt. Hinsichtlich dieser Yorstellung haben wir die 
Bezeichnung Zylinderbereich gewahlt. 

Ist jeder der Bereiche T k regular (I, 2 § 2), so heiBfc 
( T l9 . . T n ) ein regularer Zylinderbereich. Ist auBerdem jeder 
Bereich T h ein Kreis, so heiBt (T lt . . T n ) ein Kreiszylinderbereich . 


1) Die Arithmetisierung dieser Vorstellung miissen wir wohl dem Leser 
iiberlassen. 
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§ 10. Die Cauchy sche Integralformel 

Satz. Sei (T) = (T l9 . . ., T n ) ein Zylinderbereich, und sei 
F (z l9 , . . 9 z n ) im Innern von (T) analytisch und am Rande von (T) 
stetig. Dann verhalt sich die Funktion 

(1 ) w = F (z-i , • • - ) z m , t m+1 , • • • ? £ w ) j 

wo t k9 (k = m + 1 , . . ., n), einen festen Randpunkt von T k bedeutet, 
im Innern des Bereiches (T ; ) = (T l9 . . T m ) analytisch . 

Sei a m ) ein innerer Punkt von ( T f ) und sei x eine 

ganz innerhalb (T") belegene Umgebung dieses Punktes. 1st nun 
(a l9 . . ., a m , £ w+1 , . . ., f w ) ein innerer Punkt von (T), so wird sich 

(^) (&; 1 9 * * • > ) Cm + 1 s • • *9 Cn) 9 

als Funktion von z m ) allein betrachtet, in v analytisch 

verhalten. LaBt man nun den Punkt (£ m+ i, . . f n ), stets im 
Innern des Bereiches (T m+l9 . . T n ) verbleibend, dem Punkt e 
(t m + 1, . . . , t n ) zustreben, wahrend (z l9 . . ., z m ) beliebig in r gewahlt 
wird, so konvergiert die Funktion (2) wegen der Stetigkeit von 
F(z x , . . ., z n ) in (T) gleichmaBig gegen den Grenzwert (1). Dem 
zweiten Satze von § 8 zufolge verhalt sich dann die Grenzfunk- 
tion (1) in r analytisch, woraus man denn die Richtigkeit des 
Satzes erkennt. 

Aufgabe. Man zeige, daB der Rand eines Zylinderbereiches 
aus einem Stiicke besteht. 


§ 10. Die Cauehysche Integralformel. 

Sei (T) — (T l9 T 2 ) ein regularer Zylinderbereich, und sei 
ferner f(z l9 z 2 ) im Innern von (T) analytisch und am Rande des- 
selben stetig. Dann laBt / im Innern von (T) folgende Integral- 
darstellung zu. Sei t k ein Punkt des Randes C k von T k , k = 1,2. 
1st nun z k ein innerer Punkt von T k , so ergibt die Cauehysche 
Integralformel zunachst die Darstellung 

Nach dem letzten Satze des vorhergehenden Paragraphen 1 ) ist 

1) Setzt man voraus, daB der Bereich (T) in einem Gebiete liegt, worm 
F analytisch ist; m. a. W., daB F sich auch in den Bandpunkten von (T) 

2 * 
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aber f(t 1} z 2 ), als Funktion von z% aufgefaBt, analytisch in T 2 . Da 
diese Funktion auBerdem stetig am Rande ist, so ist 


f(h, «a) 


2 7ii 



C' 2 


Demnach ist fur jeden inneren Punkt von (T) 

/fe, %) - izl-iff d, ‘- 

c\ a z 

Formel und Beweis gelten beide fur ein beliebiges n. Dies ist 
die Cauchy seize Integralformel 1 ) : 

4(z z \ _ l f . . . f 

/(%5 ‘ • •’ Zn) ~ ( 2 ni)nj t 1 -Z 1 J t n — Z n «*» 

G rt 


Entgegen dem Fallo n = 1 ist hier die Kenntnis samtlieher 
Randwerte zur Darstellung der Funktion nicht notig. Vielmehr 
geniigt die Angabe der Funktionswerte langs einer gewissen 
geschlossenen w-fach ausgedehnten, am (2n — - 1) - dimensionalen 
Rande von (T) gelegenen Mannigfaltigkeit. 

Diese Mannigfaltigkeit teilt den 2n- dimensionalen Raum 
nicht mehr in zwei Stiicke, sobald n > 1 ist. Wir haben sie uns 
nach Analogic einer Raumkurve im gewohnlichen dreidimensiona- 
len Raume zu denken. Sie schlingt sich um gewisse (2 n — 2)- 
dimensionale Mannigfaltigkeiten herum, und zwar sind das folgende: 


kc — 0 f 


k~l 




wobei z lc als unveranderlich, t x , als die laufenden Koordina- 

ten anzusehen sind; und sie laBt sich nicht auf einen inneren 
Punkt von (T) stetig zusammenziehen, ohne dabei mit diesen 
Mannigfaltigkeiten zu kollidieren. 

tJber gewisse Verallgemeinerungen dieses Begriffs wird im 
Madison Colloquium, S. 185, § 2 berichtet; vgl. unten S. 45, 
Anm. 1. 


analytisch verhalt, so hat man diesen Satz nicht notig. Die bewuBte Eigen- 
schaft ergibt sich dann unmittelbar aus den Hypothesen des Satzes. 

1) Turiner Abhandlung vom Jalire 1831. — Exercices d* analyse 2 (1841), 
p. 55, woselbst der Beweis des 2. Theorems erkennen laBt, das Cauchy 
diese Yerallgemeinerung der Integralformel als unmittelbar evident erachtete. 
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§11. Folgerungen. aus der Cauehyselien Integralformel. 

Aus der Cauchyschen Integralformel ergibt sich sofort die 
Existenz und Stetigkeit aller partiellen Ableitungen der Funktion, 
sowohl nacb z k als auch nacb x k und y k , und zwar verhalten sich 
dieselben samtlich analytisch. 

Die Formel (1) von Bd. I, S. 814 nimmt hier fur den Fall 
n = 2 folgende Gestalt an: 

m dh+ if = hlu f dt > f f&'tidt* 

\ ' dz\dz\ (2ni) 2 J (t 1 — z i y c + 1 J (£ 2 — z 2 ) l + 1 ' 

o\ c\ 

Der Satz der Differentialrechnung betreffend die Umkehrung 
der Beihenfolge zweier Differentiationen behalt auch fiir analyti- 
sche Funktionen komplexer Argumente seine Giiltigkeit bei. 

Cauchy s Abschatzung . Sei f(z l3 . . z n ) im Innern des Kreis- 
zylinderbereiches (T) = (T 1? . . T n ), 

T k : \z 7c — a k \<r k , 

analytisch und am Bande von (T) stetig. Bezeichnet man mit M 
den groBten Wert von | / | am Bande, so ist 

cz k y . . . (*) = (*)“ rj 1 . . .rfy 

DaB | /(%, . . On) | ^ M 

ist, sowie daB iiberhaupt fur jeden Punkt (z) von (T) 

I /(%, • • .,*») I 

ist, subsumiert sich ja unter den allgemeinen Satz von § 5, S. 11. 
Gilt das Gleichheitszeichen fur einen Punkt (f x von (T), 
wobei nur fiir einen bestimmten Wert von k | | < r k ist, so 

hangt f(z l9 . . z n ) von z k nicht ab. 

Wie man sieht, befindet sich jeder der Bandpunkte, in welchem 
die Funktion | / | ihren groBten Wert annimmt, unter den Punkten 
der w-dimensionalen Mannigfaltigkeit { (t 1} . . t n ) } , | t k | = r k > 

k = 1, . . n, sofern z n ) von alien n Argumenten wirk- 

lich abhangt. In jedem anderen Falle befindet sich jedoch minde- 
stens ein Punkt, in welchem ] f | den groBten Wert erreicht, unter 
der genannten Menge. 
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Die reellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung . Sei 
w = u + vi = f(z 1 ,...,z„), z h = x k + iy k , 


eine in einem Bereiche T analytische Punktion. Aus den Oauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen, hier 2n an der Zahl, 


(3) 


du dv du dv 

dx k ~~ dy h ’ dy h ~~ dx h 3 


ergibt sich dann sofort, daB 


(A) 


d 2 u d z u 

dxjcdzi ~ 1 ~ dy k dyi 


d 2 u d z u 

dx k dyi dx z dyic 


* = i» •••? 


ist, wobei k,l unabhangig voneinander die Werte 1 , ...,n durch- 
laufen. 1 ) Man erhalt so im ganzen n 2 lineare Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung, denen der reelle Teil u der Punktion ge- 
niigen muB. Pur den Pall n = 2 sind es folgende: 


(4) 


d 2 u 

dxf 


+ 


d 2 u 


= o, 


d 2 u 

dx t dx 2 dy x dy 2 


c z u , o^u _ « 

M*rdy\~~ 5 

d % u d 2 u __ q 

dx 1 dy 2 dx 2 dy x ~ 


1. Satz. Sind umgekehrt u, v zwei simultane Losungen 2 ) des 
Systems von Differentialgleichungen (3) , welche in T eindeutige 
Funktionen sind, so wird u + iv eine in T analytische Funktion 
von (%,..., z n ) sein. 

Wir fiigen noch den weiteren Satz hinzu: 

2. Satz. Genugt u dem System von Differentialgleichungen (A), 
und hangt T aufierdem linear einfach zusammen, so gibt es noch 
eine zweite Funktion v derart, daft u + vi sich in T analytisch 
verhdlt , und zwar ist diese Funktion bis auf eine additive rein 
imaginare Konstante vollig bestimmt. 

Zum Beweise bilde man das Kurvenintegral 



1) Poincar6, Comptes rendus 96 (1883), p. 238; Acta Mathematica 2 
(1883), p. 99; ibid. 22 (1898), p. 112. 

2) Unter einer Losung des Gleichungssystems (3) verstehen wir zwei 
Funktionen u, v, welche nebst den in Betracht kommenden Ableitungen stetig 
sind und den vorgelegten Differentialgleichungen gentigen. — Eine ahnliche 
Erklarung gilt auch fur (A). 
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erstreckt vom festen Punkte (a l9 b l9 a 2 , . . . , b n ) bis zum verander- 
lichen Punkte (x l9 y l9 x 2 , . . ., y n ). Dasselbe ist vom Typus 

(x) 

J* P + * • • + P m d x m* 

(a) 

Damit dieses in einem linear einfach zusammenhangenden Bereiche 
vom Wege unabhangig sei, ist unter Voraussetzung der Stetigkeit 
der P k nebst der ihrer Ableitungen erster Ordnung notwendig und 
hinreichend, daB 

dP k = dPi 

dxi dx k 


sei. Im vorliegenden Palle decken sich diese Bedingungen geradezu 
mit den Gleichungen (A). 1 ) 

Unter einer harmonischen Punktion von m reellen Yariabelen 
x l9 ...,x m versteht man eine reelle Losung der Laplaceschen 
Gleichung 


d 2 u 3 2 u 

dx{ dx* n 


0 . 


Wie man sieht, ist der reelle Teil einer analytischen Punktion 
mehrerer komplexen Yariabelen, z k = x le + iy k9 (k — 1, . . n) eine 
harmonische Punktion der 2 n reellen Variabelen x l9 y l9 x 2 , . . y n . 
Das Umgekehrte trifft indessen im allgemeinen niebt zu. Soli eine 
harmonische Punktion u von x l9 ... 9 y n der reelle Teil einer 
analytischen Punktion von z l9 ... 9 z n sein, so miissen noch die 
Differentialgleichungen (A) erfullt sein. Die Punktion heiBt dann 
biharmonisch . 2 ) 

Eine aquivalente komjplexe Form. Poincare hat a. a. 0. den 
Differentialgleichungen (A) noch eine andere Form erteilt, indem 
er an Stelle der Argumente x k , y k neue Variabelen z k9 C 7c vermoge 
folgender Gleichungen einfiihrt: 


z* = % + iyjc, ft = — iyic- 


Es folgt namlich aus der Cauchyschen Integralformel, wie sogleich 
nachgewiesen werden soil, daB u analytisch von den 2 n Argu- 
menten x l9 ... 9 y n abhangt, so daB also die komplexe Transfor- 
mation gestattet ist. 


1) Zum Beweise dieses Satzes lafit sich die Methode von (I, S. 148/9) 
unmittelbar verallgemeinem. 

2) Poincar6, Acta Mathematica 22 (1898), S. 112. 
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Hierdurch geht das System (A) in folgendes System von n 2 
Gleichungen iiber: 

(B) Tc—^rcr = 0 , = 


^ 


Die Funktion u hat mithin notwendig die Form 1 ) 

% = • * *5 &n) ~f" yp (Cl ? • * - 5 £w) ? 

oder auch 

^ = <K% + iyi, ••■,«» + iy n ) + — % n —iyn). 


wo 9 und ip von ihren Argumenten analytisch abhangen. Dabei 
wird auBerdem die Summe 9 0 + ip reell, wenn x k9 y k reelle Werte 
annehmen. 

Der ausstehende Naehweis wird so gefuhrt. Sei w=f(z) im 
Kreise \z \ <r analytisch und am Rande desselben stetig. Dann 
ergibt die Cauchysehe Integralformel, 


indem man 
setzt, daB 


f (z \^ _L ft® *1 

'W ~~ 2 TtiJ t — z 9 


u + vi 


t = re 0i , f(t)re 6i = U + Vi 

2 7 t 

1 f (U+vi)dd 
1 2ti J r 


r cos 6 — sin Q — y) 9 


U = 


2tt: 

1 /* (r cos Q — x) U + (r sin 6 — y) V 

2? xj r 2 — 2r(x cos 6 -f- y sin 6) -|- £ 2 + y z 
0 


ist. Letzteres Integral stellt jedoch nach § 8, 8. Satz eine analy- 
tische Fnnktion der beiden unabhangigen komplexen Variabelen 


1) Beweis etwa durch Verallgemeinerung der evidenten Formel: 


/ C^x 7 ^ 2 ) f( a i> a 2) — f'fi (fi > d fi ~f" 1%{zi j £ 2 ) d£ 2 > 

a 1 « a 

unter Beriicksichtigung des Umstandes daB du/dzjc nicht von (f x 

und ebenso du/dCjc nicht von (z lf . . ,, z n ) abhangt. Auch die in § 5 bentitzte 

Darstellung der Dilferenz 

f(fh + h t , h n )—f{ct ii, . . o n ) 

fiihrt direkt zum gewiinschten Resultat. Andererseits kann man die Taylor* 
sche Reihenentwicklung auf letztere Differenz anwenden. 
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x,y in der Nahe des Anfangs dar, welche ftir reelle Werte von 
x, y mit dexn reellen Teil von w ubereinstimmt. Dafi dies auch 
die einzige Funktion mit diesen Eigenschaften ist, wird noch in 
§12 dargetan. — Die Yerailgemeinerung auf den Fall mehrerer 
Argumente erhellt sofort. 


§ 12. Das Analogon des Mittelwertsatzes in der Differentialrechnung. 

Der Satz von Bd. I, S. 882 laBt sich, wie folgt, verallgemei- 
nern. 1 ) Wir spreehen ihn der Kiirze halber blo8 fiir den Fall 
n — 2 aus. 

Satz. Sei f(z,w) in einem Zylinderbereiche (T) = (T 1; T a ) 
analytisch und am Rande desseTben stetig. Dann la fit sick f(z,w) 
in der Form darstellen : 

f(z,w) = f(a, b) +f 1 (a,b)(z — a) +/ a (a, b)(w — b) 

+ ■■■ + oAji 2 frl 1 ?;, m («■>) (»->)» 

+ P 0 (z,w)(z — a) n + P 1 (z,w){z — a) n ~ 1 (w — b) 


H h P„(2, w)(w — b) n , 

wobei P h (z,w), k = 0, 1 , . . n, im Bereiche ( T ) analytisch ist. 2 * * * ) 

Der Beweis ergibt sich sofort, indem man die beiden Grlei- 
chungen 

1 __ __1 z — a , (z — a )”” 1 , (z — a) n 

s — z s — a ‘ (s — a ) 2 ' ‘ (5 — a) n ' (s — a) n is — z) 9 

1 1 w — b . (w — &) 72 ” 1 (w — b) n 

“ t^~b + if-Sy H (i — i) n + (t— by (t—w ) 


1) Die Hauptresultate dieses Paragraphen lassen sich aus der auf un- 
abhangige Weise begriindeten Cauchy- Taylorschen Reihe direkt ableiten, und 
da nun der Leser sich doch mit der Reihentheorie vertraut machen muB, wird 
er vielleicht diesen kiirzeren Weg vorziehen. Die nachstehenden Entwicklun- 
gen haben indessen den Vorteil, durchaus elementaren Charakters zu sein, 
denn sie setzen die Reihentheorie keineswegs voraus. Es hat doch Interesse 
zu erkennen, wie weit man auch in der Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer komplexen Argumente prinzipiell auf die Reihenentwicklungen ver- 
zichten kann. Damit ist aber nicht gesagt, daB man es immer tun soil. 

2) Es sei noch bemerkt, daB die Funktionen P fc nicht eindeutig be- 

stimmt sind, da man beispielsweise zum ersten Gliede des Restes die Funktion 

(w — b) n (2 — a) n hinzuftigen konnte, urn dieselbe nachtraglieh vom letzten 

Gliede wieder abzuziehen. 
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miteinander zusammenmultipliziert und den also erhaltenen Aus- 
druck fur (s — — w)- 1 in die Cauchysche Integralformel ein- 

setzt. 

Eine besondere Bestimmung der Punktionen P k (z,w) kann 
man explizite hinschreiben, indem man von der folgenden allge- 
meinen Pormel ausgeht. Sei 

$ti (%l9 * * *9 &m) ~ ''S • • * % 'm i 

wobei k lf . . k m unabhangig voneinander die Werte 0, 1, . . n 
annehmen, doch so, daB 7% + ■ * • + k m ^ n bleibt, und jedes Glied 
einmal und nur einmal auftritt. Dann erkennt man sofort, daB 

(a) $n — l{^l7 * • m 9 %m) ~ $n — l{^l > ■ • •? %m — l) “f" %m $n ~~ 2 (^1 > ■ * •> &m) • 

Sei ferner z m ) z\' ... z* t m , 

wobei nun stets 7c x 4 + k m = n ist. Endlich sei 

ffl-n (^1 9 * * * 9 &m) $n — 1 (% > • • *? %rn) • 

Ersetzt man in (a) S n _ 2 dureh den Wert: 

$ n — 2 (% 9 * * • 9 % m ) ^ Sn — 1 (^1 9***9 3rn) Q n — 1 (% 9***9 &m) 9 

so ergibt sich die sogleich zu beniitzende Relation: 

(b) $n — 1(^] 9 * • *9 %m) (1 H*" -$-n (^1 9 * * •? ^m) == $n — l(^l> * * • 9 — l) * 


Wir sind jetzt in der Lage, die Formel hinzuschreiben, worauf 
sich die in Aussicht genommene besondere Bestimmung der Punk- 
tionen P{z lf stiitzt, und zwar ist das folgende: 

1 __ Q (p „ \ 1 Rn (%»*••> %m) I ^n( 2 lj 1) 

(!”%)...(!- *») “ n “ X 1 1 ? ” m)ir 1- z m + (T-^-0 (1-*™) 

, 4 

Der Beweis dieser Pormel wird durch den SchluB von m auf 
m + 1 erbracht. Fur m = 1 ist dieselbe sicher richtig, denn sie ist 
dann nichts anderes als die bekannte Relation: 
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1st nun die Formel richtig, wenn m-1 an Stelle von m tritfc, so 
wird sie auch fiir m =m gelten, falls 

* • *j z m — i) o (» ~ \ i • • v z m) 

z - — Z m ) i r 

J. x z m 

ist, und nach (b) trifft dies stets zu. 

Fiir den Fall m — 2, z L = x, z 2 = V> nimmt diese Pormel die 
Gestalt an 1 ): 

+ x + y + °? + *y + f + --- 


+ x n '' i + x n ~ 2 y H b 2/ n *~ 1 4* 

_j_ xn 


,n~ 1 , ffl""" 1 y+g n " a y 8 -l Yy n 


i—y 


(1 — ffl) (1 — y) 
Setzt man nnnmehr 

1 1 


(s — z) (t — w) 


(*— °) 1 


z — a 
s — a 


x = ■ 


(j-b) i 


w — b 


w — b\ 
' t — b ( 


s — a’ V ~~ t — b’ 
so ergibt sich die in Aussicht genommene Darstellung: 

fj*‘h — — — 


Cl o% 


(s — a) n ($ — z) ( t — w) 3 


P ^’ W )=( 2 wJ ds f( 


f(s, t)dt 


c, c* 


(s — a) n “ 7c + x (i — b) k (t — w)> 


!<*<«. 


Im Falle m > 2 wird man als Indizes der P die Exponenten 
von (z x — a x ) , . . . , (z m — a m ) nehmen. Fiir m = 3 wird 


p t 9 » y\— \ / at fat ( /(fl> £*»£») ^8 

Pi0 « ( ' 1, 2, 3) (2jri) a J iCi J aQ y ccv. — * 

6\ (7, C-3 

A,ko{? v z 2 ,z s ) = j^J J dCi f , 


®2)(fs ^s) 5 


C x 6 a Cj 


(fi ■ -Oi)^ + 1 (C.— aj*k (£.—*,) (f,-*) ’ 

+ ** = »> 0<fc a ; 


(2 „ i)>f d ^f d _ ai)tl + 1 (?»-&,) ’ 


c a c, a a 


A'j + 4“ ^ a — w , 0 ^s« 


1) Indem man a; mit y vertauschfc und die beiden Gleichungen zusam- 
menaddiert, erhalt man reehter Hand einen symmetrischen Ausdruck. 
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Abschatzung der Funktionen P kit (%,•••> z m ) • Sei 
(E) = (K lt ...,K m ) ein innerhalb (T) belegener Kreiszylinderbe- 
reich, wobei aus folgendem Kreise besteht: 


K { \ | Zi — tti I ^ B it i=l, ..,m, 

und sei ferner x t die kiirzeste Entfernung eines Punktes des 
Kreises von einem Randpunkte des Bereiches T { . Endlich sei 
M der groBte Wert von | z m ) | in (T), also am Rande 

von (T). Dann ist offenbar im Ealle vi = 2 unter Wiederauf- 
nahme der Iriiheren Bezeichnungen 


■pi \\ ^ 1 MLiL. 

L 0 v’ W ' I S; '(2'w)*' (Bj. + x 1 ) n x 1 x* ’ 

p , i 

Jr k (z, (B 1 + » 1 ) n - fc + 1 (B 2 + «2) S; J«a’ 


•wo Li die Lange der Berandung von T t bedeutet. 

Hieraus ergibt sich waiter die einheitliche Abschatzung: 


\Plc(z, w ) I 2? ( n~xi 


ML.L, 


(2tt) 2 (R>1 “f" Ki) n ^ 2)^1 ^2 


k = 0, 1, ...» «. 


In ahnlicher Weise erhalt man im allgemeinen Fall© die Ab- 


sehatzung : 


| P (%> • * • j #m) | ^ 


ML . . . L„ 


(2:rc) m (JS X + . . • (2*m + * w / 7n «!•••«» 


Lehrsatz. 1st f(z l9 z m ) in einem Bereich T analytisch, und 
verschwinden samtliche Ableitungen der Furiktion in einem einzigen 
inneren Punkte (cl) von T, so hot f im gonzen Bereiche (T) einen 
honstanten Wert 

Der Beweis wird ahnlich wie im Dalle n — 1 (I, 7 § 7, S. 834) 
gefiihrt, indem man zuerst zeigt, daB f(%\ 9 • • •» 0 n ) — /(%?•• •> a n) 
in der Nahe von (a), und zwar in jedem, in T belegenen Kreis- 
zylinderbereiche mit dem Mittelpunkte (a) identisch verschwindet. 

Sei (Z u .. .,Z m ) ein beliebiger innerer Punkt von T, und man 
verbinde (a) mit (Z) durch eine regular© innerhalb T verlaufende 
Kurve R Jetzt fasse man alle Punkte von F ins Auge, in deren 
Umgebung obige Different identisch verschwindet. Sollte F hior- 
mit noch nicht erschopft sein, so ist vor allem klar, daB die Punkte 
(t) von F, in deren Nahe die genannte Differenz nicht identisch 
verschwindet, eine abgeschlossene Menge bilden. Sei ( c ) der erste 
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Punkt (£), der von (a) aus erreicht wird. Dann kann man offenbar 
in der Nahe von (c) einen Punkt ( b ) finden, in dessen Umgebung 
jene Differenz identisch verschwindet, und welch er auBerdem der 
Mittelpunkt eines den Punkt ( c ) im Innern umfassenden Kreis- 
zylinderbereiches ist. Hiermit ist man zu einem Widerspruch ge- 
fiihrt worden, womit denn der Beweis geliefert ist. 

Der Satz laBt sich auch vermbge der Taylorschen Beihe und 
der Eindeutigkeit der Darstellung durch dieselbe beweisen. Da nun 
aber dieser Satz, wie in § 15 auch betont wird, ohne Anwendung 
der Entwicklungen dieses Paragraphen begrundet werden kann, so 
konnte man den obigen Lehrsatz dem § 15 einverleiben und den 
gegenwartigen Paragraphen streichen. 

Aus diesem Satz geht der folgende Satz unmittelbar hervor. 

Identitatssatz. Ist f(z 1 ) ...,z m ) analytisch im Bereiche T 
und verschwindet diese Funktion identisch in einem zweidimensionalen 
Teile von T, so verschwindet sie uberall in T. 

Sind z m ) und cp z m ) beide analytisch in einem 

Bereich T und stimmen ihre Werte in der Umgebung eines Punktes 
von T miteinander uberein, so ist in jedem Punkte von T 

f (^1 ? • • • ? ^m) — (%. 9 • • • ) %im) • 

Scharfere Identitatssatze lassen sich nach Art des Satzes von 
Bd. I, S. 358 aussprechen. 

1st f(z l 9 ...,z n ) in einem Punkte (a) analytisch und verschwin- 
det f fur alle in der Nahe von (a) belegenen Punkte 
a n + x n ) , wo die x k sdmtlich reell sind, so verschwindet f identisch. 

Allgemeiner sei /(%,.. .,z n ) im Punkte (a) analytisch. In jeder 
z k -Ebene sei eine abzahlbare Menge {tj^} mit der Haufungsstelle a k 
gegeben. Verschwindet dann f in jedem Punkte der abzdhlbaren 
Menge { } , wobei die n Koordinaten unabhdngig 
voneinander beliebig gewahlt werden , so verschwindet f identisch. 


§ 13. Uber mehrfacli unendliche Reihen. 

Definition. Sei 

Um x , . . . , m n — f (^1 9 ••• 9 'W'n) 

eine fur alle nicht-negativen ganzzahligen Werte der Argumente 
eindeutig erklarte Eunktion. Unter einer n-fach unendlichen Beihe 
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versteht man den Ausdruck 1 ) 

(A) y~ ■ u, ttl Oder auch u mi , . . , „, u 

und definiert dann die Konvergenz, Divergenz und den Wert der 
Reihe, wie folgt. Man ordne die vorgelegten Glieder u m ^ zu 

einer einfachen Reihe an, derart, daB jedes dieser Glieder einmal 
und nur einmal darin auftritt. Konvergiert nun jede beliebige der- 
artige Reihe, so heifit die mehrfache Reihe konvergent ; im anderen 
Palle heiBt sie divergent. 21 ) 

Bekanntlich besteht eine notwendige und hinreichende Bedin- 
gung fur die absolute Konvergenz einer einfach unendlichen Reihe 
darin, daB jede durch Umordnung der Glieder derselben daraus 
entspringende einfache Reihe konvergiere. Hieraus erkennt man, 
daB eine mehrfache Reihe stets dann und nur dann konvergiert, 
wenn eine der derselben entsprechenden einfachen Reihen absolut 
konvergiert. Diese einfachen Reihen haben daher alle denselben 
Wert U, welchen wir nun der mehrfachen Reihe als Wert beilegen. 

Im Falle m = 2 konnen wir dem Symbol (A) noch folgendes 
Schema an die Seite setzen: 

% 

1 <>+<> + <>4 

, < ) + ^ 1) 2 + 4 


1) In jiingster Zeit hat Hilbert [Hamburger Abhandluxigen 1 (1922), 
S. 157], auf eine Idee von Heine [Joum. f. Math. 74 (1872), S. 176] zuriick- 
greifend, das Zeichen (d. h. Federstrich, Druckkomplex etwa von Buchstaben 
und sonstigen Linien, wie z. B. bei den Determinanten und den Charakteren 
des Logikkalktds) als das eigentliche Element zugrunde gelegt, worauf die 
ganze Mathematik aufgebaut werden kann. In diesem Sinne besteht die De- 
finition der mehrfachen Reihe geradezu in dem hinter (A) gedruckten Zeichen, 
sowie auch (falls n = 2) in dem als damit gleich erklarten Zeichen des unter 
(B) hinges chriebenen Schemas. Alles andere, was im Texte gesagt ist, dient 
bloB dazu, den weiteren Begriff der Konvergenz und Divergenz festzustellen. 
Die Reihe ist das Zeichen; ob ihr noch ein Zahlwert beigelegt wird, ist eine 
weitere Frage. So konnte man beispielsweise, ohne der Logik nahezutreten, 
die Summe und das Produkt zweier Reihen definieren, gleichviel ob dieselben 
konvergieren oder nicht. Der inhaltsreichste Fall ist zwar der, daB beide 
Reihen konvergieren, und so beschrankt man sich denn zunachst darauf le- 
diglich aus ZweckmaBigkeitsgrunden. — Im tibrigen habe ich diese Erklarung 
der unendlichen Reihen in meinen Vorlesungen auch schon longer gebraucht. 

2) Es sei noch bemerkt, daB in anderen Teilen der Mathematik, wie z. B. 
in der Theorie der Fourierschen Doppelreihen, andere Definitionen der mehr- 
fachen Reihen am Platze sind. 
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Darunter wollen wir aueh eine Doppelreihe verstehen. 1st m > 2, 
so kann man sich das entsprechende Schema im m-dimensionalen 
Raume konstruiert denken. 

Hinfort beschranken wir uns auf den Fall m = 2, da sowohl 
die Satze als die Beweise eine unmittelbare Bbertragung auf die 
hoheren Falle gestatten. 

Aus der Definition der Konvergenz einer Doppelreihe erkennt 
man sofort, daB die Beihe (B) stets dann und nur dann konver- 
giert, wenn die aus den absoluten Betragen der Glieder von (B) 
gebildete Doppelreihe: 

22 \ v® t 

konvergiert. 1st nun 

22 a&, O^aW, 

eine konvergente Doppelreihe reeller Glieder, und ist ferner 
| | ^ affl, N m + n, 

wo N eine feste Zahl bedeutet, so konvergiert offenbar die vor- 
gelegte Doppelreihe (B). 

Eine besondere einfache Reihe entsteht aus den Gliedern der 
Doppelreihe durch schrage Summation: 

uffl + uf) + u ( J ] + u{p + u ( p + + uf} d — • . 

1. Satz. Konvergenzkriterium. Vorgelegt sei eine Doppel- 
reihe (B), deren Glieder reell und positiv oder Null sind: 

0 ^ u$ . 

Darnit dieselbe konvergiere , genugt, 

a) daft jede Zeile von (B) konvergiert: 

uW= u[ k ^ ; 

b) daft die Beihe der #: 

u (o) _j_ u (i) _j_ . . . 9 

konvergiert . 

Sei U' der Wert dieser letzten Reihe. Aus der Reihe (B) greife 
man in willkurlicher Weise eine beliebige Anzahl von Gliedern 
heraus und bezeichne ihre Summe mit S. Wir wollen zeigen, daB 


S ^ U'. 
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Sei v — 1 der groBte Wert des oberen Index n eines in 8 
anftretenden Gliedes und man bilde die Summe: 

s v = + • * • + u( v ~'V . 

Letztere wird auch durch die Beihe 

w f 0 °) + u ( 0 1} d + u { 0 v -V + + • — b u[ v ~V + uf H 

dargestellt. Diese Beibe enthalt aber alle Glieder von S. Mit- 
hin ist 

S£s y . 

Andererseits ist aber 

^ U\ 

und Hermit ist der Satz bewiesen. 

Die Bedingung ist auch notwendig; vgl. den nachsten Satz. 

2. Satz. Konvergiert die Doppelreihe (B), so konvergiert erstens 
jede Zeile derselben absolut: 

u (k) = u (k) _|_ u (k) _j ? * = 0,1,2,...; 

zweitens konvergiert die Beihe der u® absolut; und drittens ist der 
Wert letzterer Beihe gleich dem Werte U der Doppelreihe: 

(1) U = + . - . . 

Der erste Teil des Satzes ist richtig, da die Glieder einer Zeile 
bloB eine Auswahl von Gliedern aus einer bekanntlich absolut 
konvergenten Beihe sind. Urn den Beweis der weiteren Teile zu 
fuhren, setzen wir 

I u I = v {n) 

I m I m 

und bilden die Doppelreihe 

(C) 22 **- 

Nach den Yoraussetzungen des Satzes muB dieselbe konvergieren; 
ihr Wert werde mit V bezeichnet. Dem ersten Teile des Satzes zu- 
folge konvergieren nun die Zeilen dieser Beihe; sei 

#) = v ( V + H 5 

tp= + vW + • * • + 

Dann ist auch 

t y = v ( ^ H b + ^ 0) 4 + + ?4°M * 
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Da nun aber 0 g vff ist, so ergibt sich, daJB 

ist, worans denn die Konvergenz der Reihe 

-y(°) -y(l) . 

hervorgeht. Hiermit ist der zweite Teil des Satzes bewiesen, denn 
es ist 

| uW [ < i? W . 

Der Wert der Reihe der werde mit U', die Summe der 
ersten n Glieder derselben mit s n bezeiehnet: 

U '= ww + tt(0 + ..., 

$ n = ^ (0) + U {1) d + U^ n ~ l \ 

Dm den Beweis noch fertigzustellen, sei 

n — lm — l n— 1 m — 1 

-2 2 <\ 2M - 2 2 *?, 

k = Q j=0 k-0 j=0 

and man nehme eine positive Zahl e beliebig klein an. Dann gibt 
es zwei feste Zahlen [x, v derart, daB 

V — T$ < s 

bleibt, sobald nur [x ^ m and v ^ n genommen werden. Jetzt 
wird aber auch 

\u-s$\<e, {:ir 

sein. 

Des weiteren werde v* so gewahlt (und dann festgehalten), daB 
I U'-s n \<e 

bleibt, sobald nnr v’ ^ n genommen wird. 

Sei N die groBere der beiden Zahlen v > v r . Dann ist: 

i) \U-SM\<s, 

ii) I ^ s n ! ^ e ■ 

Jetzt kann man aber pt so wahlen, daB 

| s SW| < fi 

I JS m I 

Os good, Punktionentlieorie. 11,1. 2. Aufi. 


3 
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bleibt, sobald nur jli' ^ m genommen wircl. Sei M die groBere der 
beiden Zahlen Dann ist 

iii) I 5 iv ” \ <s. 

Aus der Relation i), geschrieben fiir m=M, nebst ii) und 
iii), ergibt sich nun, daB 

\u-U'\<n£ 

ist, und damit ist auch der dritte Teil des Satzes bewiesen. 1 ) 

Zusatz. Der Wert einer konvergenten Doppelreihe wird erhal - 
ten , indem man sowohl nach den Zeilen als auch nach den Kolonnen 
summiert . 

Konvergiert namlich eine Doppelreihe, so konvergiert auch die 
neue Doppelreihe, welche dadurch entsteht, daB man die Zeilen 
mit den Kolonnen vertauscht, d. h. daB man die Glieder an der 
Diagonale spiegelt. 

Diese Folgerung aus dem 2. Satze gibt zu einem wichtigen 
Theorem AnlaB, welches wir hiermit aussprechen. 

8. Satz. Vorgelegt sei eine konvergente unendliche Reihe: 


u (0) _j_ u (i) _|_ . . . 9 

deren Glieder wieder konvergente Reihen sind: 


w(°) = + u® + H — • , 
uM = u$ + + • • • , 

u W ==u m + u W + u (2) + ... 9 


1) Man beachte wohl, daB die Umkehrung dieses Satzes nicht moglieh 
ist, daB also folgende Bedingung zur Konvergenz der Doppelreihe (B) nicht 
hinreicht: ,,die Zeilen konvergieren samtlich absolut, und die aus ihren Wer- 
ten gebildete Reihe konvergiert ebenfalls absolut 4 wie folgendes Beispiel 
zeigt : 

1-I+0 + 0 + ... 

°+-i— i-+°+— 

0 + 0+J-1+... 
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Man bilde die Beihen aus den Kolonnen dieses Schemas: 

u o ] + u o ] + u o ] -1 , 

4- uW 4- 4- — / 

nf> 4- 4- uf> 4 , 


Soil jede dieser Beihen absolut konvergieren: 

u k ^ u[V + uV + u£H , 

und soli die aus diesen Werten gebildete Beihe ebenfalls absolut kon- 
vergieren; soil endlich der Wert dieser letzten Beihe 


u o + u i + u 2 + * • • 


gleich dem Wert der vorgelegten Beihe sein; so genugt dazu die 
Konvergenz der entsprechenden Doppelreihe. 

DaB der Satz nur eine hinreichende, aber keine notwendige 
Bedingung vorstellt, zeigt das in der Anmerkung auf S. 84 ge~ 
gebene Beispiel. 

Wir konnen diesem Satze anch die folgende Foraralierung er- 
teilen. Damit alle in den beiden iterierten Beihen 

OO CO OOOO 

2 2 2u™ 

n = 0 m = 0 m — 0 n~ 0 

auftretenden Beihen absolut konvergieren , sowie die iterierten Beihen 
selbst denselben Wert haben, genugt die Konvergenz der Doppelreihe 

22<£. 

Diese Formulierung hat den Vorzug, daB dabei der Unter- 
schied zwischen einer mehrfachen Beihe und einer iterierten Beihe 
sckarf betont wird. Das allgemeine Glied beider Beihen ist zwar 
das namliche, u mi . . . mn ; im Falle n = 2 hat man einfach u$. 
Wahrend nun aber die mehrfache Beihe dureh einen einzigen ein- 
fachen Grenziibergang ausgewertet wird, tritt bei den iterierten 
Beihen ein doppelter Grenziibergang auf, indem man zuerst — 
um beim einfachsten Falle zu verbleiben — die Beihe 

jS Um = U^ 

m = Q 


a* 
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berechnet, worauf noch ein zweiter Grenziibergang, 

n = 0 

vorgenommen wird. 

Die entsprechenden Sdtze im Falle m > 2. Die soeben bespro- 
clienen Satze iibertragen sich sofort auf m-fache Eeihen, m > 2, 
zerlegen sich aber dabei in verschiedene Gruppen. 1st beispiels- 
weise m = 3 , so laBt die konvergente S-fache Beihe 

TJ = 222 


nicht nur jede der 6 Darstellungen zu: 

oo oo co 

U = ''S Um x m 2 m 3 ? 

Wj- = 0 my = 0 = 0 

wobei i,j t k die drei Zahlen 1,2,3 in beliebiger Eeihenfolge be- 
denten. Dazu gesellen sich noch die 6 weiteren Pormeln: 

CO » 

O — 2 ( 2 2 U )Hl m 3 ) = 22 ( 2 U m x m z m a ) ) * = 1,2,3. 

= 0 «»* = 0 


Einer konvergenten 4-faehen Eeihe 


u = 2222 m 

entsprechen ebenso 

a) 24 Darstellungen 

oo oo oo oo 

u = ^ 2 2 2 ^m x mnin 3 m 4 > 

m t = 0 my = 0 = 0 mj = 0 

b) 8 Darstellungen 

00 w 
u =2(222u,„ i m 2 m 3 ?0 ^m x rru m 3 mJ > 


m„- = 0 


= 0 


c) 6 Darstellungen 


u = X2 CZZ m 4 ) 


Analogie mil den mehrfachen Integralen. Wie man sieht, 
herrscht hier eine vollstandige Analogie xnit dem Fundamentalsatz 
der Integralrechnung, wonach ein mehrfaches Integral durch ein 
iteriertes Integral ausgewertet wird. 
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tfber das Produkt mehrerer Reihen . Sind zwei absolut konver- 
gente einfache Eeihen 

U = Uq + u x + u 2 + • • • , 

V = v 0 + v x + v 2 -j 

vorgelegt, so laBt sich bekanntlich ihr Produkt durcb eine eben- 
falls absolut konvergierende Eeihe, wie folgt, darstellen: 

JJV = u 0 v 0 + u 0 v x + u x v o + u 0 v 2 + u x v x + u 2 v 0 + u 0 v 3 H . 

Dieser Satz wird mit Hilfe einer Doppelreihe in auBerst ein- 
facher Weise begriindet. Man beweist namlich sofort mit Hilfe des 
1. Satzes die Konvergenz der Doppelreihe 

Vo + Vi + V2 4 

U x v o + u x v x + u x v 2 4 

Vo + u 2 v x + u 2 v 2 H 


Indem man diese Eeihe einmal durch den 2. Satz, sodann 
aber durch schrage Summation auswertet, ergibt sich der ge- 
wiinschte Beweis. 

Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf das Produkt mehrerer 
ein- oder mehrfacher Reihen springt sofort in die Augen und wird 
ebenso, wie vorhin, bewiesen. Insbesondere erkennt man die Rich- 
tigkeit folgender Formeln: 

(i—g)(i—w) = 1 + z + w + ^ + zw + w2 + zi ^ — ; 

(1=^0=^ = 1 + % + *2 + • • • + *m 

+ Z x z 2 + Z, X Z 3 + • • • + Zm-lZm 


+ 4 h Ztn-*Zm-l2m 

4- 

Dabei steht rechter Hand eine besondere, aus der Doppel- bzw. 
m-fachen Eeihe 

iS iS Z m w n , iS' * * * • %m m 

gebildete einfache Eeihe. Letztere Eeihen konvergieren im Kreis- 
zylinderbereiehe 

j z | < 1 , | w | < 1 bzw. | z 7e [ < 1 , 


ic — - 1 j » • 7H+ 
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§ 14. liber Potenzreihen. 

Unter einer mehrfachen Potenzreihe verstehen wir eine mehr- 
fache Reihe von der Form 

(A) 

Auf solche Reihen iibertragen * sich die Potenzreihensatze von 
Bd. I, S. 102, B 51, wie folgt. 

1. Satz. Bleiben die Glieder einer Potenzreihe (A) in einem 
Punkte 

(Z l9 ...,Z n ), 0<\Z k \, 

endlich, so konvergiert dieselbe in jedem innerhalb des Kreiszylinders 


| 2 / C |<| ^k | f k — 

gelegenen Punkte (z l9 . . z n ). 

Der Voraussetzung nach gibt es eine Konstante M derart, daB 




• • • m n 


. Zy | < m 


bleibt, wenn unabhangig voneinander alle nicht-nega- 

tiven ganzzahligen Werte durchlaufen. 

1st andererseits (z l9 . . z n ) ein innerer Pnnkt des genannten 
Bereiches, so ist 


Indem man nun 



&==!, .. n. 


G rt 


• = c a 


Z"‘i . . . Z m n 

i 1 n 


Zj ' ' ' \Zj 


setzt, erkennt man, daB durchweg 


C, 


• • • ™n ■ 




*1 

m x 

z n 

Z~i 


Z>m 


bleibt. Rechter Hand steht aber das allgemeine Glied einer kon- 
vergenten Reihe, vgl. § 18, Ende, womit denn der Beweis er- 
bracht ist. 

Unter einer konvergenten Potenzreihe ve'rsteht man eine solche, 
welche mindestens in einem Punkte (z l9 . . ., z n ) konvergiert, dessen 
Koordinaten samtlich von Null verschieden sind. Nach dem vor- 
aufgehenden Satze konvergiert eine derartige Reihe mindestens 
innerhalb eines bestimmten Zylinderbereiches (T) — (2\, . . T n ). 
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2. Satz. Die Gesamtheit der Konvergenzstellen z n ) einer 

konvergenten Potenzreihe bildet einen 2 n - fach ausgedehnten, einfach 
zusammenhangenden Bereich worn sieh noch gewisse in den Koor - 
dinatenebenen befindliche, aufierhalb $ gelegene Bereiche von 2 k Di - 
mensionen, 1 ^ k n — 1 , gesellen konnen. 1 ) 

Der Band 9Ji von $ wird von jedem Strahle 

L : z 7c — a k t , 0 < oo, (t, reell) 

0 < | % | + • • • + | a n | , 

in einem einzigen endlichen oder unendlich fernen Punkte (f) getrof - 
/en. Fom Falle einer bestandig konvergenten Reihe abgesehen liegt 
(£) stets im Endlichen, sofern kein a 1c verschwindet, und verlauft 
ausnahmslos stetig, sowohl im Endlichen als auch im unendlich fernen 
Bereiche der jprojektiven Geometric. 

Zum Beweise sei (25), Z k 4= 0, * = eine Konvergenz- 

stelle der Reihe. Dann konvergiert die Reihe mindestens im 2n- 
fach ausgedehnten Zylinderbereiche 

<3: |s*| < |Z*|, k=sl,... t n, 

1st (a), a k =^0, ein innerer Punkt von (3, so wird die 

Reihe zunachst in jedem Punkte (ta) = (ta u . . ., ta n ) des Strahles 
L konvergieren, wofiir 0 ^ t ^ 1 ist. SchlieBen wir ein fur alle- 
mal die bestandig konvergenten Reihen aus, so miissen die Werte 
von t, wofiir ta eine Konvergenzstelle ist, eine obere G-renze r ha- 
ben, und zwar muB r > 1 sein. Dement sprechend konvergiert die 
Reihe im Zylinderbereiche 

ft: | I < t | | , 

Dagegen divergiert sie in jedem Punkte (ta), wofiir t>r ist. 

Hiermit ist dargetan, daB die Reihe in der vollen 2 n -fach aus- 
gedehnten Umgebung einer jeden Stelle der endlichen Strecke 

Zjc = ta k , 0 Sa t < x , k= i, 

konvergiert, wahrend sie andererseits fiir Punkte einer jeden Um- 
gebung der Stelle (ra) divergiert. 

Ist dagegen (a) ein innerer Punkt von (3, welcher in einer Ko- 
ordinatenebene liegt, so kann die Reihe in jedem Punkte von L 


1) Naheres iiber dies© Bereiche findet sich am Schlusse des Paragraphen. 
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konvergieren, wie das Beispiel zeigt: n = 2, 


= % + ^2 + 4 , 

± 2-2 

(^0 ~ (0 > ^ 2 ) ? 0^2 =4= 0 . 

Wir miissen hier zwischen solchen Punkten (fa) von L , in 
deren voller 2n-fach ansgedehnter Umgebnng die Reihe konver- 
giert* nnd den iibrigen Punkten von L unterscheiden. Fur die 
Punkte ersterer Art bat f eine obere Grenze x, oder aber sie fiillen 
den ganzen Strahl aus, wie bei der Reihe [n = 2) 


*1 


1 — Z X Z 2 

(a) = (0 , ci%) , ={= B • 


: % + z\z 2 + z\z\ + 


Die Punkte der in keiner Koordinatenebene belegenen Strecken 
(fa), 0 <£ f < r, nebst den Punkten erster Art von den in einer Ko- 
ordinatenebene belegenen Strahlen bilden nun einen 2%-fach aus- 
gedehnten Bereich %, in welchem die Reihe konvergiert, und mit 
£ werden umgekehrt alle diejenigen Punkte des Raumes erschopft, 
in deren voller Umgebung die Reihe konvergiert. Der Rand von £ 
wird durch die endlichen Punkte (f) = (ra), | a x | + • * • + | a lc | > 0, 
nebst solchen unendlich fernen Punkten geliefert, welche even- 
tuell auf aus lauter Punkten erster Art bestehenden Strahlen der 
Koordinatenebenen liegen. 

Hiermit ist auch zugleich gezeigt, daB jeder Strahl den Rand 
von £ in einem einzigen endlichen oder unendlich fernen Punkte 
(£) trifft. 

Stetigkeit des Bandes. Was nun die Stetigkeit von anbe- 
trifft, so sei (£°) = (r 0 a) ein Punkt von 3JI, welcher zunachst in 
keiner Koordinatenebene liegen moge. Sei ferner 


I a 7c | — Rh) 




,n. 


Dann ist jedes B k positiv und auBerdem ist r 0 > 1. 

Wir nehmen jetzt eine positive GroBe s beliebig klein an 
und bezeichnen mit U die Umgebung des Punktes (a): 


U: | ^ 7c — ct k \<8, k**t 

Dabei soil U im Bereiche 
®o : I I < T o 9 


* = 1.. •> 
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liegen und an keine der Koordinatenebenen hinanreichen. Demge- 
maB ist 


(1) s < R k ; R k + s<^T Q R k , also £<^(t 0 — l)R k . 


Sei (z') ein willkurlicher Punkt von U und (£') = (r' z') der 
entsprechende Punkt von SQL Wir wollen r' abschatzen. Ich be* 
haupte nun: fur mindestens ein Wertepaar i,j ist 


( 2 ) 

Ware namlich 


Rj Z 0 <Z T r 

Ri + s = = Rj — e' 


T > , 


R k z 0 


Rk 


so miiBte wegen der Beziehung 


k = 1, .. , 


I ^ k I B* £ j ^ • * j 

die Ungleichung statthaben: 

| £* | = T' | 4 | > B; c T 0 , * = 1, ■ * *j ** 

Mithin konvergiert die Beihe in einem den Bereich S? 0 im Innern 
enthaltenden Bereiche 

i**i < if; i. 


was ge gen die Yoraussetzung verstoBt. 

In ahnlicher Weise beweist man, daB die Annahme: 


r' < 


Rk'T'O 

B lc +e i 


k — 1, n, 


zu einem Widerspruch fiihrt. 

Aus der Relation (2) ergibt sich sofort, daB r eine stetige 
Punktion von (z) im Bereiche U ist. Sei A die Lange der Kon- 
vergenzstrecke, also 


A = y\ | 2 + • * • + | £ n | 2 — x ]/| z± | 2 + • • • + | z n | 2 . 

Dann ist auch A eine stetige Funktion von (#). 

Eine bequeme Wahl der Koordinaten der oo 2 ^” 1 durch die 
Umgebung des Punktes (a) durchgehenden Strahlen ware folgende. 
Die Yariabele z 1 werde auf einen in der Nahe des Punktes % = a x 
gelegenen Bogen des Kreises \z 1 \ = R x beschrankt: 

% = R^ 6 *. 


Die ubrigen z k = x k + iy k mogen unbeschrankt in der Nahe der 
bezuglichen Punkte a k verlaufen. Dann liefern die Yariabelen 
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6, y 29 • • -j Vn das in Anssicht gestellte Koordinatensystem, 

Yon diesen 2n— 1 Yariabelen hangt % stetig ab, womit denn be- 
wiesen ist, daB in der Nahe von (f°) eine stetige Mannig- 
faltigkeit ist. 

Es bleibt noch der Pall iibrig, daB (£°) = (r 0 a) in einer 

Koordinatenebene liegt und ein endlicher Punkt derselben ist. 
Um die Darstellung zu erleichtern, sei a n =0, ] a 7c | = B lc 4 = 0, 
Wir wahlen s jetzt so, daB der Bereich 

IX ! | & jc ^Jc I ^ i = j Z n J <C -Rfi 

in X liegt und an keine zweite der Koordinatenebenen hinan- 
reicht. DemgemaB gelten die Belationen (1) fur fc = 1, . . ., n — 1. 
Sei (z f ) ein willkiirlicher Punkt von U und sei (f ') = (V z') der 
entsprechende Punkt von SOX. Dann wird mindestens fiir ein 
Wertepaar i, j, wobei sich nun i und j unter den Zahlen 
1, n— 1 befinden, die Relation (2) statthaben. Denn die 
Punkte (ta), 0 ^t<r 0 des bewuBten Strahles liegen alle in X, 
und keine anderen Punkte dieses Strahles liegen in X. Yon hier 
ab verlauft der Beweis ahnlich wie im vorhergehenden Palle. 

Das Yerfahren laBt sich in ersichtlicher Weise auf den Pall 
ausdehnen, daB mehrere a k verschwinden. 

Unendlich feme Punkte von 3Jt. Erstreckt sich 30 X ins Unend- 
liche, so sei L ein Strahl, in dessen Umgebung Strahlen liegen, 
deren zugehorige Langen, d. h. 2-Werte nicht endlich bleiben. 
Dann muB L vor allem in einer oder mehreren Koordinatenebenen 
liegen. Sei etwa 

a /c 4=0, a n — 0. 

Des weiteren liegt der ganze Strahl L in X, denn in einem 
endlichen Punkte von 3JI ist W ja stetig. 

Man erkennt ferner, daB jeder andere Strahl 

z lc = tb 7c , 0<^t<oo, b k 4= 0 , b n = 0 

ebenfalls ganz in X liegt. Denn einem beliebig groBen Werte von t 
entspricht ein Bereich 

\Zk\<t\ak\> \z n \<h, 

in welchem die Reihe konvergiert, und nun braucht man t nur so 
anzunehmen, daB, nach beliebiger Wahl von t' y 

t \ CLjc \ ^> t [ b k | , 


&= 1 


n — X. 
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Waren mehrere a k gleich Null: 

= T = B , A = Q/ k — 0 , & = 


so k5nnte man ebenso zeigen, daB jeder Strahl 

z k = tb k} Q^t <oq, b k ^=0, * = z; b k = Q, 

gleichfalls ganz in % liegt. 

Stetigkeit von 2ft im Unendlichen . Fassen wir den 2n-dimen- 
sionalen Eaum der z k als den (reellen) projektiven Raum (ygl. § 17) 
auf, so verlauft 2ft stetig in jedem unendlich fernen Punkte. Sei 
namlich (Z) ein unendlich ferner Punkt von 2ft und sei L der zu 
(Z) hinfiihrende Strahl. Ware nun 2ft nicht stetig in (Z), so miiBte 
es eine Menge von Strahlen geben, welche L zum Haufungsstrahl 
haben und deren zugehorige Punkte (f x ) , (f 2 ) , . . . im Endlichen 
blieben. Diese Punkte miiBten dann mindestens eine Haufungs- 
stelle (C) auf L haben. Das geht aber offenbar nicht an. 

Ndheres liber die Konvergenzmannigfaltigkeiten niederer Ordnung. 
Jetzt konnen wir den ganzen Ort der Konvergenzstellen der Eeihe 
naher prazisieren. Hierzu gehoren vor allem die Punkte von %, 
welche in keiner Koordinatenebene liegen, nebst eventuellen eben- 
falls in keiner Koordinatenebene belegenen Randpunkten. Setzen 
wir nun eine Koordinate gleich Null, etwa z n — 0 , so entsteht 
eine neue Eeihe in n — 1 Yariabelen. Konvergiert diese bestandig, 
so gehort jeder endliche Punkt der ganzen Hyperebene z n = 0 
zum bewuBten Orte. Sonst liegt die Sache wieder genau so wie 
bei der ursprunglichen Eeihe, nur handelt es sicb jetzt um eine 
Eeihe mit n—~ 1 Variabelen. Diese wird vor allem in einem 
(2 n — 2) - dimensionalen in der Hyperebene z n = 0 belegenen, den 
Schnitt von % mit dieser Hyperebene enthaltenden Raume 
konvergieren. AuBer diesen letzten Punkten kann insbesondere 
noch die Punkte eines weiteren (2 n — 2) -dimensionalen Bereiches 
enthalten, wie die Beispiele zeigen: n = 2, 


(a) 



(b) 




Der Eand 2fti von 2^ wird, sofern die neue Eeihe nicht be- 
standig konvergiert, von jedem in keiner zweiten Koordinatenebene 
gelegenen Strahle in einem endlichen Punkte getroffen und in der 
Nahe des Schnittpunktes stetig verlaufen. 
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Nachdem man nun alle n Koordinatenebenen so untersucht 
hat, wird man zu den linearen Gebilden schreiten, welche durch 
das Yerschwinden von zwei Koordinaten definiert werden, etwa 
z n _ x = 0, z n = 0. Die Behandlang ist dieselbe wie im vorliegenden 
Dalle, und so geht es fort, bis man alle Falle erschbpft hat. DaB 
alle im Laufe der Untersuchung gedachten Falle auch wirklich 
vorkommen konnen, tut man leicht an Beispielen dar, wozu man 
die Reihen in (z l9 . . z n -~i> w): 

%l -j- -f- z 2 w 2 -j * + Zj c W k " 1 

1 — w 3 


JZ X -f- Z 2 W -| 4“ 2kW h ” 1 I 1 

1 — w ‘2 — w 3 

benutzen kann. Dabei soil k eine beliebige der Zahlen 1 , . . n — 1 
sein. 

Es bleibt nur noch iibrig zu beweisen, daB der Bereieh % 
linear zusammenhangt. Sei 

C: ^ A ^ A lf k = l,...,n, 

eine regular© Kurve, deren Punkte samtlich zu gehoren. Dann 
gehen die Kurven 

C a : z h =a(p k (X) + iay k (X), o<«<i, 

durch stetige Umformung aus C hervor, und zwar liegen dieselben 
samtlich im Innern von %. Ist nun S ein nebst seinem Rande in- 
nerhalb gelegener Kreiszylinderbereich um den Anfang (z) = (0), 
so kann man a so wahlen, daB C a in S liegt. Hiermit ist denn 
der Beweis erbracht. 

Berner kung. Eine mehrfache Potenzreihe kann in jeder Ko- 
ordinatenebene und sonst nirgends konvergieren, wie das Beispiel 
zeigt : 

( 2 1 • • • «»)*• 

k= 1 

Hier existiert kein Bereieh S£, und die Reihe gehort nicht zur 
Klasse konvergenter Potenzreihen. 

Aufgabe. Man schreibe die Gleichung bzw. Gleichungen 
nebst Ungleichungen hin, welche in den folgenden Fallen 9K dar- 



§ 14. Uber Potenzreihen 45 

stellen: 

(a) T=Vj; T~w + 

(°) i — i — «s ( d ) tAsf + iAv 

Assoziierie Konvergenzradien . 1st (r x , . . . , r n ) ein Zahlenkom- 
plex derart, daB eine Potenzreihe im Zylinderbereiche 

S: | **!<*** 

konvergiert, wahrend sie in jedem (®) umfassenden Zylinderbe- 
reiche 

n n 

\ z n\<r k , r' k ^ r k , t = t, J£r' k > J£r s , 

k = 1 * = 1 

divergiert, so heiBen r* , . . . , r n assoziierie Konvergenzradien. 

Der Bereich $ liegt in nnd reicht mindestens mit einem 
Randpunkte bis an den Band von % hinan. Bs ist aber nicht 
umgekehrt wahr, dab jeder in £ belegene Zylinderbereich 
\2tc\<Vtc, welcher bis an den Rand 3JI von % hinan- 

reicht, ein System assoziierter Konvergenzradien liefert, wie das 
Beispiel der der Bunktion 



zugehorigen Reihe im Bereiche 

1*1 <i» I«l <i 

zeigt. 

Der Begriff laBt sich dadurch erweitern, daB man einigen der 
Bereiche | z k | < r k gestattet, sich auf die ganze endliche Ebene 
auszudehnen. Im Symbol (r l9 ...,r n ) kann man dann die betref- 
fende Stelle, anstatt mit r kJ durch das Symbol oo besetzen. 

Im allgemeinen gibt es unendlich viele verschiedene Systeme 
assoziierter Konvergenzradien, wie die Reihen der vorstehenden 
Aufgabe zeigen. 

tJber die gegenseitige Abhangigkeit der assoziierten Konver- 
genzradien voneinander existiert eine Reihe von Untersuchungen. 1 ) 


1) Es sei auf das Madison Colloquium der Amer. Math . Soc., 1913, 
Topics in the Theory of Functions of Several Complex Variables , Lecture II, 
§ 7 verwiesen. 
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3. Satz. Eine Potenzreihe konvergiert gleichmaBig in einem be - 
liebigen abgeschlossenen inner Jialb ihres Konvergenzbereiches % be - 
legenen Bereiche S. 

Liegt S irmerhalb eines in X befindlichen Kreiszylinderberei- 
ches um den Anfang, so ubertragt sich der Beweis flir den Fall 
n = 1 (Bd. I, S. 103) ohne weiteres auf den gegenwartigen Fall. 

1st S dagegen kein derartiger Bereich, so kann man S offen- 
bar in eine endliche Anzahl von Teilbereichen zerlegen, derart, daB 
die Eeihe in jedem derselben gleichmaBig konvergiert, und daraus 
geht schon die Richtigkeit des Satzes hervor. 

Will man den Beweis noch naher ausftihren, so gehe man 
etwa von der Bemerkung aus, daB ein beliebiger Punkt (a) 
von S im Innern von X und sonaeh auch im Innern eines ge- 
eigneten in % befindlichen Kreiszylinderbereiches liegt. Mithin 
gibt es eine Umgebung 

{ ' ^7c | & i k — 1 

des Punkt es (a), w r orin die Eeihe gleichmaBig konvergiert. Sei rj 
die obere Grenze derartiger c-Werte. Hiermit ist jedem Punkte 
des abgeschlossenen Bereiches S eine positive Zahl rj zugeordnet. 
Ware nun die untere Grenze dieser Zahlen rj gleich Null, so 
muBte es ein en Punkt (a') von S geben, in dessen jeder Um- 
gebung rj beliebig kleine Werte annahme, und damit werden 
wir zu einem Widersprucli gefiihrt. 1 ) 

Auf Grund des WeierstraBschen Eeihensatzes, § 8, 1. Satz, 
erhalt man nun das folgende Theorem. 

4. Satz. Eine konvergente Potenzreihe stellt eine im Innern des 
Konvergenzbereiches % der Reihe analytische Funktion vor. 

Im iibrigen Id fit sie sich in jedem inneren Punkte von $ belie- 
big oft gliedweise differentiieren, wobei nun die dadurch entstehenden 
Potenzreihen in jedem inneren Punkte von X ebenfalls konvergieren 
und somit Funktionen liefern, welche sich dort auch analytisch ver- 
halten. 

Aus diesem letzten Satze ergibt sich folgende Formel. Ist 

1) Man kann sich hier auch der Formulierung dieser SchluBweise be- 
dienen, welche sich im Theorem des Bd. I, S. 50 befindet. Es sei hier noch bei- 
laufig bemerkt, daB Cousin diesen letzten Satz im wesentlichen formuliert 
und bewiesen hatte; vgl. Acta Mathematica 19 (1895), S. 22, 
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eine konvergente Potenzreihe und wird der Wert derselben mit 
z n ) bezeichnet, so ist 

Q __ 1 / 3 «i + - + »* / v 

~ Ml l . . ,w n ! \a^i . . .gtfjn /(») = (0) * 

Darin liegt aueh der Beweis des folgenden Satzes. 

5. Satz. Identitatssatz. Verschwindet der Wert einer kon- 
vergenten Potenzreihe in jedem Punkte der Umgebung des Anfangs , 
so verschwindet jeder Koeffizient derselben. 

Stimmen die Werte zweier konvergenten Potenzreihen in jedem 
Punkte der Umgebung des Anfangs miteinander uberein , so haben 
Hire Koeffizienten bzw. gleiche Werte . 

Diese Satze lassen eine ahnliche Verallgemeinerung zu, wie im 
Dalle n = 1 (Bd. I, S. 85B). Wir erinnern vor allem an folgenden 
Satz betreffend Polynome. 

Verschwindet das Polynom 

in jedem der (M + 1 )(N + 1) Punkte 


zoo z 0 , z l9 . . z M M + 1 getrennte Zahlen, und ebenso w 0 ,w l9 ..., 
w# N + 1 getrennte Zahlen bedeuten, so verschwindet dasselbe iden « 
tisch . 

Dieser Satz laBt sich, wie folgt, anf mehrfache Potenzreihen 
ubertragen. 

6. Satz. Der verallgemeinerte Identitatssatz. 1 ) Sei 


eine im Bereiche | z | < A, | w | < B konvergente Potenzreihe . Seien 
ferner 

&Q) %i 9 •• •> b <C j | .zl > 

w 0 ,w 1 , . . 0 < \wi\ < B, 


1) Der Einfachheit der Darstellung halber wird der Satz bloS fur Reihen 
mit zwei Argumenten ausgesprochen und bewiesen. 
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zwei PunMmengen , derart, daft 

lim z k = 0 , lim w l = 0 

k = 00 l — 00 

isL Verschwindet dann die durch die vorstehende Beihe dargestellte 
Funktion F(z,w) in jedem Punkte (z k ,Wi), wobei k und l unab - 
hdngig voneinander die Werte 0,1,2,... durchlaufen: 

F(z k , w t ) = 0, 

so verschwindei jeder Koeffizient der Beihe . 

Der Beweis ergibt sich, indem man die vorgelegte Reihe ver- 
moge des 2. Satzes von § 18 (ygl. den 8. Satz unten) durch die 
Reihen 

OO 00 

n — Orn = Q 

darstelit und dann den Satz von Bd. I, S. 858 zweimal in An- 
wendung bringt. 

Konvergieren zwei Poienzreihen 

22c mn z m w n , 22D mn z m w n 

im Bereiche | z | < A, | w | < B und stimmen sie in jedem Punkte 
der vorbezeichneten Menge miteinander iiberein, so haben Hire Koeffi - 
zienten bzw . gleiche Werte . 

7. Satz. Sei F l9 jF 2 , . . . eine Folge von Funktionen der Varia- 
belen z n> deren jede in ein und demselben Bereiche T sich 

a?ialytisch verhalt und ivovon keine identisch verschwindei . Dann 
gibt es einen inneren Punkt (a) von T, in loelchem keine dieser 
Funktionen verschwindei . 

Damit der Satz nicht trivial erscheine, bemerken wir vor 
allem, daB die Punkte von T, in denen mindestens eine der 
Funktionen verschwindet, eine in T iiberall dichte Punktmenge 
zu bilden vermogen. 

Sei (f) ein innerer Punkt von T, wofiir F 1 (z 1 , . . ., z n ) nicht 
verschwindet. Dann kann man (£) mit einem abgeschlossenen in- 
nerhalb T belegenen Bereich r umgeben, in welchem F x nirgends 
verschwindet. 

Sei (£') ein innerer Punkt von r, in welchem F%(z l9 . . ., z n ) 
nicht verschwindet. Dann kann man (£') mit einem abgeschlosse- 
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nen, in r belegenen Bereiche r' umgeben, in welehem F 2 nirgends 
verschwindet. 

Fahrt man so fort, so erhalt man eine unendliche Folge in- 
einander eingeschachtelter Bereiche welche dann min- 

destens einen gemeinsamen Punkt ( a ) haben mhssen. Dieser Punkt 
ist ein innerer Pnnkt von T, und in (a) verschwindet kein 

■^Jc (%1 ? * * • J %n) • 

Wir schlieBen den Paragraphen mit einer direkten Anwen- 
dnng des 2. nnd 3. Satzes von § 13 anf Potenzreihen. 

8. Satz. Eine konvergente Potenzreihe 

. . .z”;n 

la fit sich durch eine iterierte Reihe, wie folgt , darstellen: 

2 - • 2(2‘ • 2 <V. », n zi h ■ . . • • • c- 

Konvergiert die ursprungliche Reihe im Punkte (z l9 . . , 9 z n ) 9 so wird 
auch jede der in der iterierten Reihe auftretenden Reihen fur die ent - 
sprechenden Werte der % konvergieren, und die durch die iterierte 
Reihe gelieferte Zahl U wird aufierdem mit dem Werte der vorgelegten 
Reihe ubereinstimmen. 

Geht man umgekehrt von der iterierten Reihe aus, so wird sie 
stets dann konvergieren, wenn die entsprechende mehrfache Reihe kon- 
vergiert, und ihr Wert wird dann mit dem Werte dieser Reihe uber- 
einstimmen . 


§ 15. Die CaucRy-Taylorsclie Reilie. 

Der Cauchy-Taylorsche Beihensatz. 1 ) Sei f(z l9 z n ) 

im Bereiche 

(1) \z k — a k \<r k , i=i, 


analytisch. Dann la fit sich diese Funktion in eine nach ganzen 
positiven Potenzen von z x — a l9 . . z n — a n fortschreitende Reihe 
entwickeln, und zwar ist 


(A) /(* 




• oJ-H — a n )" 






« = («) 


1) Vgl. das Zitat auf S. 20. 

Osgood, Fp-nktionentlieorie. 11,1. 2. Aufl. 


4 
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Dabei konvergiert die Beihe und stellt die Funktion fur jeden Punkt 
des genannten Bereiches dar. 

Die Darstellung ist uberdies eindeutig . 

Der Beweis ergibt sich sofort, geradeso wie im Falle n = 1, 
vermoge der Entwicklungen von § 12. 

Man kann aber auch. von der Formel ausgehen: 

1 = ^ (gi — — OnT n 

(Cl — — *0 (C l — a l ) m ' + l ...(Cn — a n P* + 1 

und diese Reihe in die Cauchysche Integralformel, § 10, eintragen. 
Der Formel (1), § 11, zufolge wird dann 

////!,.. , m n __ 1 C dt C /(Ci> •• •> ^n)d<in 

(2ni)»J 1 (& _ + 1 . . . (£„■ — a n ) mn + : 1 

c n 

sein, wobei C k einen um den Pnnkt a Jc gelegten, den Punkt z k 
umfassenden Kreis bedeutet, dessen Radius kleiner als r k ge- 
nommen werde. Durch den 8. Satz von § 14 ist die gleichmaBige 
Konvergenz der Reihe gesichert, wahrend fur die gliedweise Inte- 
gration derselben der 2. Satz von § 8 biirgt. 

Abhdngigkeit von Parametern . Es ist keineswegs no tig, die 
Potenzreihenentwicklung auf samtliche Argumente zu erstrecken. 
Man kann den Satz auch folgendermaBen formulieren und mit 
denselben Hilfsmitteln beweisen. 


1. Satz. Sei f(z x , . . z n ; %, . . u v ) im Bereiche 


(P) \z k — a h \<r k , I^j — 


analytisch. Dann lafit sick diese Funktion in eine nach ganzen 
positiven Potenzen von z x — a x , . . . , z n — a n fortschreitende Beihe 
eritwickeln 3 und zwar ist 


(A') 


, Utn ) 


2- 


. vfci.’ 


jLJ mil. ..w, 




m n 


\CZ x l . 


• • + mn f\ 

••^Ivw = (4 (»)«(#). 


Dabei konvergiert die Beihe und stellt die Funktion fur jeden Punkt 
des genannten Bereiches dar. Ferner verhalten sich die Koeffizienten 
der Beihe analytisch im Bereiche \u t — b z | < s l} Endlich 

ist die Darstellung eindeutig. 
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Bin weiterer Satz wird am einfachsten durch die Cauchysche 
Integralformel bewiesen. 

2. Satz. Sei M: (z l9 ...,z n ; eine beliebicje Punkt- 

menge, welche nebst samtlichen Hdufungsstellen derselben im Bereiche 
(!') liegt. Dann konvergiert die Reihe (A') gleichmafiig in den 
Punkten von M. 

Endlich la fit sich die Reihe nach den Argumenten z x ,... 3 z n , 
u v beliebig oft gliedweise differ entiieren. Dabei verhalten 

sich die Koeffizienten der neuen Reihe analytisch im Bereiche 
| u z — b l \<s l , und der neuen Reihe kommt die fur die 

ursprungliche Reihe soeben ausgesyrochene Eigenschaft der gleich - 
mdfiigen Konvergenz ebenfalls noch zu. 


§ 16. Folgerungen aus der Reihenentwicklung. 

Yor allem erinnern wir an den Lehrsatz von § 12, S. 28. Der- 
selbe laBt sich, wie aueh schon bemerkt ist, sowohl durch die 
Taylorsche Reihe mit Restglied als auch durch die unendliche 
Reihe beweisen. Aus diesem Satze ergibt sich dann der Identitats- 
satz jenes Paragraphen. 

Die Satze von Bd. I, Kap. 7, § 14, S. 861/2 gestatten eine 
unmittelbare Verallgemeinerung auf Funktionen mehrerer Ver- 
anderlichen. Insbesondere lautet der zweite Satz (Zusatz), wie 
folgt. 

1. Satz. Ist f(w l9 . . wfi) im Punkte (0, . . 0) analytisch , 
und entwickelt man f in eine Potenzreihe 

(1) /(«i, • - •, V> 9 ) .-.wy, 

ist ferner cp h (z l3 . . ., z m ) im Punkte (0, . . 0) analytisch , soivie 


<Pk( 0,...,0) = 0, 






und entwickelt man cp k ebenfalls in eine Potenzreihe: 




<Pk(Zl 


n )=2---2A™, 


z ? 1 

n n Zl 


so wird f(<p x ,...,<py), als Funktion von (z x , ...,z n ) betrachtet, im 
Punkte (z) = (0) analytisch sein . Alsdann erhalt man die Koeffi- 
zienten der Taylorschen Reihenentwicklung letzterer Funktion nach 
Potenzen von z x ,...,z n dadurch, dafi man die einzelnen Glieder 

4 * 
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der Reihe (1) durch Einsetzen der Reihen (2) ausrechnet, um dann 
alle Glieder gleicher Ordnung sowohl in z lf ...,z n als auch in den 
einzelnen z h zu neuen Reihen zusammenzufassen. Diese Reihen kon- 
vergieren und liefern eben die Glieder der genannten Reihenent - 
toicklung fur f(<p l9 . . 9^). 

Beweis, wie a. a. 0. fur p = m = 1. 

Unter einer ganzen Funktion mehrerer Yariabelen versteht man 
eine Funktion, welche sich in jedem endlichen Punkte analytisch 
verhalt. 

Insbesondere ist ein Polynom eine ganze Funktion und wird 
auch haufig als eine ganze rationale Funktion bezeichnet. Eine 
ganze Funktion, welche nicht gleich einem Polynom ist, heiBt 
eine ganze transzendente Funktion . 

2. Satz. Sei G(z 1 ,...,z n ) eine ganze Funktion, und sei 
(c l9 ...,c n ) ein Punkt, welcher einmal beliebig gewahlt werden darf, 
dann aber festgehalten wird. Damit G ein Polynom sei, geniigt, dafi 


lim 


G(a 1} , 


• » 0>k — i ? Zfc j ®Jc -f i > • • • 9 


o, 


ft — 1 , • • • , W, 


wo (a) ein beliebiger fester Punkt einer Umgebung , r, von (c) ist 
und die Zahlen m h konstante Werte haben. 


Ware der Satz nicht richtig, so sei G eine transzendente 
Funktion, welche den Bedingungen des Satzes geniigt. Dann 
muBte die Taylorsche Beihenentwicklung von G unendlich viele 
Glieder mit nicht verschwindenden Koeffizienten enthalten. Dem- 
gemaB muBte es mindestens ein Argument, etwa z n , geben 
derart, daB, wenn man G nach Potenzen von z n entwickelt: 


G(zi, • • * , Zyf) Gq d" G x z n d" G% z* n ”f" * • • ■) 


unendlich viele von diesen Koeffizienten nicht identisch ver- 
schwinden : 

GlCi (%,«*• £ = 1 , 2 , . . . 

Nach dem 7. Satze von § 14 kann man nun einen Punkt (a) 
von r finden, in welchem kein G ki verschwindet. Dann ist aber 
G(a l9 . . a n _ l9 z n ) eine ganze transzendente Funktion von z n , 
und hiermit sind wir zu einem Widerspruch gefuhrt. 
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§ 17. Der unendlich feme Bereich. 

Die Gesichtspunkte, wonach ideale, den unendlich fernen Be- 
reich bildende Elemente in der Geometrie eingefuhrt werden, sind 
bereits im ersten Bande (I, 7 § 9) bezeichnet warden. 1 ) In der 
Eunktionentheorie handelte es sich damals, da nur eine unabhan- 
gige Veranderliche vorlag — was der Geometrie der Punktreihe 
oder des Strahl- bzw. Ebenenbuschels entspricht — , allein um die 

Transformation w = --- oder allgemeiner: 


a) 


w — 


* Z _±J 

yz - |- <5 ? 


ad — (jy 4 = 0 . 


Die projektive Geometrie . Sobald aber die Anzahl der Varia- 
belen groBer als eins wird — wir beschranken uns der Einfachheit 
halber zunachst auf zwei Veranderliche — , so treten verschiedene 
Moglichkeiten auf. In der Geometrie denkt man wohl zuerst an 
die projektive Geometrie. Wir gehen von der eigentlichen Ebene 
der analytischen Geometrie aus, wobei die Koordinaten der 
Punkte komplexe Zahlen sind. Zwischen den genannten Punkten 
und den eigentlichen Zahlenpaaren (w,z) herrscht dann eine ein- 
eindeutige Beziehung. Indem man die projektive Transformation 


(A) 


_ a'w + b'z -f- c f , a" w + b"z -f- c n 

aw-{-bz-\-c 9 aw-{-bz-\~c 9 

A = Z ± ab'c" 4= 0, 0 < | a | + | & | , 


deren Umkehrung durch die Eormeln 

™ , _ A'uf+B'sf+C' „ A"w' -f- B"z f -f- C" 

W w — Aw'+Bz'+C ’ Aw'+Bz'+C ’ 

A ’=Z ±AB’G", AA' = 1, 0<|4| + |j5[ 

gegeben werde, ausubt, wird dadurch eine im, allgemeinen ein- 


1) Hieriiber vgl. man ferner Bdcher: „The Infinite Regions of Various 
Geometries**, Bull . Amer. Math. Soc. (2) 20 (1914), p. 185, sowie des Ver- 
fassers Vortrag, Madison Colloquium , 1913, Lecture II, p. 137. 

Die Begriffe, womit man bier zu tun hat, sind im wesentlichen in Kleins 
Erlanger Programm, V ergleichende Betrachtungen uber neuere geometrische For - 
sehungen , 1872, enthalten. Sie sind wohl zum ersten Male durch Bdcher, 
Beihenentwichlungen der Potentialtheorie, 1894, Kap. 2, explizite dargestellt 
worden. 
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eindeutige Beziehung der Pnnkte der Ebene definiert. 1 ) Dabei 
treten indessen zwei Klassen von Ausnahmepunkten auf: 

a) fur die auf der Geraden 

(1) aw + bz -f c = 0 
gelegenen Punkte ist die Transformation (A) sinnlos; 

b) kein Punkfc der Ebene wird durch die Transformation (A) 
in einen Punkt {w' 9 z') der Geraden 

(2) Aw' + Bz' + G = 0 
ubergefuhrt. 

Sei (w 09 z 0 ) ein Punkt der Geraden (1). Nahert sich der ver- 
anderliche Punkt (w 9 z) diesem Punkte, ohne die Gerade dabei je- 
mals zu betreten, so wird im allgemeinen sowokl w' als z' unend- 
lich, und stets wird dies mindestens fur eine dieser Yariabelen 
der Pall sein. 

Auf Grand dieses Sachverhalts fiigt man nun in der Geome- 
trie zu den bisher betraehteten eigentlichen Punkten der Ebene 
noch neue ideate Punkte hinzu, welche dann die unendlich feme 
Gerade , als Punktreihe aufgefafit, bilden. So entsteht denn eine 
erweiterte Ebene, deren Elemente aus der Gesamtheit der vor- 
bezeichneten eigentlichen und uneigentlichen (idealen) Punkte be- 
steht, wobei nun auch die Transformation (A), etwa durch Ein- 
fiihrung homogener Yariabelen 2 ), so erweitert wird, daB sie fur die 
idealen Punkte noch einen Sinn hat und diese erweiterte Ebene, 
als Punktmannigfaltigkeit aufgefaBt, ausnahmslos umkehrbar ein- 
deutig in sich selbst uberfiihrt. 

Die also erweiterte Ebene nennt man, mit vollem BewuBtsein 
des Umstandes, daB eine Gruppe vorhanden ist, deren Operatio- 
nen die Punkte dieser Ebene zu Operanden haben, die jprojektive 
Ebene oder wohl auch, von einem einseitigen Gesichtspunkte aus, 
die erweiterte Ebene der analytisciien Geometrie . 

Die Geometrie der reziproken Radien . In der Geometrie gibt e$ 
noch eine zweite wohlbekannte Gruppe, deren Bediirfnisse zu ganz 

1) Im ubrigen werde noch die folgende Beziehung vermerkt: 

i) Aw'+ Bz'+C = , • 

aw -f- bz + c 

2) Doch sind die homogenen Koordinaten zu diesem Zwecke keineswegs 
notig. In § 18 wird ins Einzelne duxchgefuhrt, wie dies ohne Benutzung der- 
selben geschehen kann. 
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anderen Eestsetzungen hinsichtlich des unendlich fernen Bereiches 
AnlaB geben — ich meine die Gruppe, welche zur Geometrie der 
reziproken Radien gehort, und zwar auch unter Zulassung kom- 
plexer Koordinaten, wie im vorhin besprochenen Ealle. 1 ) Hier 
besteht der unendlich feme Bereich nicht mehr aus einer Ge- 
raden, sondern aus einem Nullkreis (vgl. unten). 

Zur Erzeugung der genannten Gruppe fiigt man zur Gruppe 
der Bewegungen, der Ahnlichkeitsformationen und der Spiegelun- 
gen noch die folgende Transformation hinzu: 


(I) 


w = 


W 2 -f~ 2* 9 


Z = 


W 2 -f- z 2 


In dieser Geometrie wird als Kreis jede Kurve 


a (w 2 + z 2 ) + bw + cz + d = 0 


benannt, wofiir nur a,&,c nicht gleichzeitig verschwinden. Insbe- 
sondere stellt also die Gleichung 

(w — w 0 ) 2 + (z — z 0 ) 2 = 0 

einen Kreis dar, welcher auch aus ersichtlichen Griinden als Null- 
kreis bezeichnet wird. 

Als Punkttransformation aufgefaBt definiert (I) eine im allge- 
meinen ein-eindeutige Beziehung der Ebene auf sich selbst. 2 ) Es 
stellen sich aber wiederum zwei Klassen von Ausnahmepunkten 
ein, und zwar sind das 

a) die Punkte des Nullkreises 


(3) w 2 + z 2 = 0, 

wofiir die Transformation (I) versagt; 

b) die Punkte, welche durch die Transformation (I) in Punkte 
( w' 9 z f ) iibergehen sollten, wofiir 

w ' 2 + z' 2 = 0 

ist. Da namlich , 

( 4 > + 


1) Die Geometrie der reziproken Radien, wobei nur reelle Punkte zu- 
gelassen werden, kommt fiir uns an dieser Stelle nicht in Betracht. 

2) Eine der Relation i) analoge Beziehung ist hier folgende: 


w' -|- iz' — 


w r — iz' = 


w-\-iz 
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1st, so sind offenbar keine solchen Punkte vorhanden. Aus (4) 
geht auch hervor, daB, wenn der Punkt ( w , z) einem Punkte 
(w 0 ,z 0 ) des Nullkreises (3) zustrebt, ohne jemals mit einem Punkte 
dieser Mannigfaltigkeit zusammenzufallen, der Bildpunkt (w', z‘) 
ins Unendliche riickt. 

Um die genannten Ausnahmen zu beseitigen, fiihrt man wie- 
der ideale Punkte ein, welehe dann den unendlich fernen Bereich 
bilden, und zwar geschieht das so, dab dieselben einen (uneigent- 
lichen) Nullkreis ausmachen. Die also erweiterte Ebene, als 
Punktmannigfaltigkeit aufgefaBt, wird nun dureh jede Trans- 
formation der Gruppe ausnahmslos ein-eindeutig in sicb selbst 
ubergefiihrt. 

Zwei Kreise sehneiden sieh jetzt im allgemeinen in zwei ge- 
trennten Punkten. Insbesondere konnen sie sich aber sowohl in 
einem einzigen Punkte treffen als auch langs einer ganzen Nullge- 
raden zusammenfallen. Die Kreispunkte der projektiven Ebene 
sind nicht vorhanden, da es hier eben keinen festen Punkt gibt, 
durch welchen alle Kreise hindurchgehen. Die gew5hnliehen Ge- 
raden der Ebene lassen sich im allgemeinen als diejenigen Kreise 
charakterisieren, welehe durch einen bestimmten unendlich fernen 
Punkt, namlich durch den dem Anfang (0, 0) vermoge (I) ent- 
sprechenden Punkt, hindurchgehen. 1 ) 

Im iibrigen ist diese Geometrie holoedrisch isomorph mit der 
Geometrie auf einer nicht-singularen Flache zweiten Grades im 
Kaume von drei Dimensionen gegenuber solchen Kollineationen 
des Kaumes, welehe diese Flache in sich uberfiihren. 2 ) 

Der Baum der Funktionentheorie. Es liegt nun nahe, im An- 
schluJB an den Fall n — 1 und die erweiterte Argandsche Ebene, 
den Kaum der n Argumente (z lt ...,z n ) einer Funktion von n 
Yeranderlichen mit WeierstraB dadurch zu erweitern, daB man 
jeder einzelnen Yeranderlichen ihre erweiterte Ebene bzw. die zu- 
gehorige Neumannsche Kugel zuweist. Der unendlich feme Bereich 
besteht hier aus denjenigen Punkten z n ) , wofur mindestens 


1) Die eigentlichen Nullgeraden 

w 4- 4~ d == 0 

bilden eine Ansnahme. 

2) Klein a. a. 0.; ferner Bocher a. a. 0., sowie auch Fricke-Klein, 
Automorphe Funktionen, Bd. I, Kap. 1. Zur Einfuhrung in diesen Gedanken- 
kreis ist die Bochersche Arbeit besonders geeignet. 
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eine Koordinate z k dem Punkte z k = oo entsprickt. Er nmfafi t 
oo 2n ~ 2 komplexe Punkte, wovon oo” -1 reell sind. 

Die zugehorige Gruppe wird durch die Transformationen de- 
f iniert : 


(G) 


/ — a kl z l"\~P kl 
yki z i J r&ki’ 


*ki°kri j kihi 


wobei fe,Z unabhangig voneinander die Werte gerade 

einmal durchlaufen und die Koeffizienten beliebige komplexe Kon- 
stanten sind. 

Durch jede Transformation von (G) wird der also erweiterte 
Eaum der Veranderlichen als Punktmannigfaltigkeit 

aufgefaBt, ein-eindeutig in sich selbst ubergefiihrt. Umgekehrt sub- 
sumiert sich auch jede derartige Transformation dieses Eaumes in 
sich, welche durch analytische Funktionen geliefert wird, der 
Formel (G), wie denn auch spater einmal bewiesen werden soil. 

Dieser erweiterte Eaum der n Veranderlichen (z l9 . . ., z n ) moge, 
mit Eiicksicht auf die zugehorige Gruppe (G), der Baum der 
Funktionentheorie oder wohl auch der Baum der Analysis benannt 
werden. 1 ) Im Falle n = 2 deckt sich dieser Eaum (wenn man von 
alien Eealitatsfragen absieht) mit dem Eaume der Geometrie der 
reziproken Eadien. 


§ 18. Fortsetzung. Funktionen im erweiterten Raume. 

Die nachstehenden Definitionen gelten allgemein fur jeden der 
vorhin besprochenen Eaume, sowie auch fur spater zu besprechende 
Eaume ahnlichen Charakters. Selbstverstandlich bedurfen sie in 
jedem Einzelfalle einer strengen Eechtfertigung. Fur den Eaum 
der Funktionentheorie liegt eine solche Eechtfertigung auf der 
Hand, und auch fur den projektiven Eaum bieten sich hier an- 
gesichts der spateren Erorterungen dieses Paragraphen keine 
Schwierigkeiten dar. 

Enter der Umgebung, Ndhe oder NachbarscJiaft eines unendlich 
fernen Punktes (a) = a n ) versteht man diejenigen Punkte, 

und zwar sowohl die eigentlichen als auch die uneigentlichen, 
welche den Punkten einer Umgebung eines endlichen Punktes 
a' n ) entsprechen, wenn man vermoge einer bestimmten 

1) Man vgl. Transactions Amer. Math. Soc. 18 (1912), S. 159, sowie 

Madison Colloquium, 1918, S. 187. 
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Transformation der Gruppe den Punkt (a) in den Punkt (a, 1 ) 
iiberfuhrt. 1 ) 

Sei M = s n ) ) eine Panktmenge des erweiterten Rau- 

mes und sei (a 1 ; ...,a„) ein unendlich ferner Punkt desselben. 
Dann heibt (a) eine Haufungsstelle von M, falls es in jeder Nach- 
barscbaft von (a) einen von (a) verschiedenen Punkt von M gibt. 

Die Definitionen abgeschlossen und perfekt liegen jetzt auf der 
Hand. Und nun ist es eine Haupteigensehaft eines erweiterten 
Raumes, dab die Gesamtheit der Punkte desselben sowobl eine 
abgeschlossene als auch eine perfekte Menge bilden. Hieraus geht 
denn auch folgender Satz ohne weiteres hervor. 

Satz. Jede unendliche Punktmenge des erweiterten Baumes be- 
sitzt mindestens eine Haufungsstelle. 

Die Funktionentheorie im Baume der Analysis. Wir wollen uns 
zuerst auf diesen Eaum beschranken. Sei F(z 1 , . . ., s n ) eine Punk- 
tion, welche in alien eigentlichen Punkten der Umgebung eines un- 
endlich fernen Punktes (%,... , a n ) definiert ist. Dann bleibt F 
endlich in (a), falls die bewubte Umgebung so gewahlt werden 
kann, dab F im genannten Bereiche endlich bleibt. 

Die Punktion F nahert sich einem Grenzwert, A, beim Grenz- 
iibergang lim (z) = (a), falls es zu jedem s eine Umgebung von (a) 
gibt, in deren eigentlichen Punkten die Relation statthat: 

| A F (% , , z B ) | < a . 

Die P unk tion F heibt im Punkte (a) stetig, falls sie dort 
einem Grenzwert zustrebt. Sie heibt in einem von einem Teile 
des unendlich fernen Bereiches durchsetzten Gebiete stetig, wenn 
sie in jedem Punkte dieses Gebietes stetig ist. Man beweist nun 
leicht den folgenden 

1) Die genannte Rechtfertigung besteht nun im Nachweise folgenden 
Satzes : Sind (a') .,a n ) und (a") = (a',', . . ., a") zunaehst zwei end- 

liche Punkte, in welche der vorgelegte unendlich feme Punkt (a) bzw. durch 
die Transformationen S' und S" der Gruppe ubergefuhrt wird, und ist T' 
eine beliebige Nachbarschaft von ( a '), so wird jede genugend Heine Umge- 
bung 1” von (a") durch die Transformation S' S "~ 1 (wobei S" _1 zuerst aus- 
geiibt werde) ganz in T’ zu liegen kommen. Allgemein diirfen (o') und (a") 
zwei beliebige Punkte, S' und S" zwei beliebige, den Punkt (a) in (a') bzw. 
(a") uberfuhrende Transformationen sein. Und nun wird dieser ^ Sachverhalt 
selbst dann noch bestehen bleiben, wenn einer der Punkte (a'), (a") oder auch 
beide im Unendlichen liegen. 



§ 18. Fortsetzung. Funktionen im erweiterten Raume 59 

Satz. Sei F(z l9 . . z n ) in jedem Punkte eines unendlich feme 
y unkte enihaltenden Bereiches T stetig . In jedem der uneigentlichen 
} unkte von T werde die Definition von F dadurch erganzt, dafi der 
unktion dort ihr Grenzwert beigelegt wird . Transformiert man nun 
ie Umgebung eines unendlich fernen Punktes von T ins Endliche , 
) wird F im neuen Bereiche im gewohnlichen Sinne stetig sein. 

Des weiteren heiBt die Funktion F(z l 9 ...,z n ) im uneigent- 
chen Punkte (a) analytisch, falls es moglich ist, eine Umgebung 
on ( a ) so zu bestimmen, da£ F in jedem eigentlichen Punkte der- 
dben analytisch ist und auBerdem daselbst endlich bleibt. Es wird 
pater gezeigt, und zwar auf Grand des verallgemeinerten Rie- 
lannschen Satzes bezuglich hebbarer Unstetigkeiten, daB F dann 
1 jedem Punkte einer geeigneten Umgebung von (a) stetig ist, so- 
ie daB, wenn der Punktion in den uneigentlichen Punkfen der- 
dben ihr Grenzwert beigelegt wird, eine erweiterte Funktion 
ierdurch entsteht, welche, bei der Transformation jener Umge- 
ung auf ein endliches Gebiet vermoge einer Transformation der 
ezuglichen Gruppe, in eine im letztgenannten Bereiche analy- 
sche Funktion ubergeht. 

Die vorstehenden Definitionen weichen gewissermaBen davon 
b, was man mit Rucksicht auf die Dirichletsche Auffassung einer 
’unktion erwarten konnte. A priori sieht man nicht ein, warum 
ie vorgelegte Funktion nicht von vornherein auch in den Punk- 
m des unendlich fernen Bereiches definiert werden soil. Ein 
)lcher Vorgang entspricht aber nicht den Bediirfnissen der Pra- 
is. Nur dann, wenn die vorgelegte, zunachst bloB in eigentlichen 
unkten definierte Funktion in einem uneigentlichen Punkte einem 
-renzwerte zustrebt, ist es angezeigt, die Funktion dort zu er- 
laren. 

Die Funktionentheorie im projektiven Raume . Es ware ein Irr- 
im, zu glauben, daB die vorhin besprochene Weise, den unend- 
eh fernen Bereich in der Funktionentheorie einzufiihren, die 
lein zulassige sei. Es moge eine beliebige Geometrie vorgelegt 
un, deren Elemente zunachst aus den eigentlichen komplexen 
unkten z n ) bestehen, und die Transformationen deren 

-ruppe je eine im allgemeinen ein-eindeutige analytische Bezie- 
ung dieser Punktmannigfaltigkeit auf sich selbst definieren. Da- 
ei mogen die einer beliebigen Transformation entsprechenden Aus- 
ahmepunkte nur eine Mannigfaltigkeit niederer Dimension bilden. 
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Wir denken uns diese Mannigfaltigkeiten ferner In der Nahe 
eines beliebigen endlichen Pnnktes (a) in der Form darstelibar: 

G (^1 ) * • •) z n) == ^ ? 

wo G sich im Punkte (a) analytisch verhalt und dort verschwindet, 
ohne jedoch identisch zn verscliwinden. Und endlich soli es gelun- 
gen sein, durch Einfuhrung idealer Elemente nnd entsprechende 
Erweiternng jeder Transformation der Gruppe diese Ausnahme- 
punkte zu beseitigen. Dann kann man auch die Funktionentheorie 
an der Hand der bewuBten Gruppe auf diesen erweiterten Raum 
ansdebnen. Denken wir nns dieses Yerfahren fur den Fall des 
projektiven Raumes noch durch. Dabei genugt es, n — 8 voraus- 
zusetzen. 

Hier besteht die Gruppe aus den Transformationen 

/ £ _ c i 1 Z l ~f~ c i 2 g 2 4~ G iZ z Z ~b c ii i=l 2 3 . 

V C 42^2 ~b <^43^3 “ R C U* 

^ i ^11 ^22 ^33^44 4® 0 • 

Ftir die Punkte der Ebene 

041*1 + C 42^2 + ^42% + = 0 

<s 

hat die Transformation keinen Sinn. 

Wir wollen nun ideale Punkte, wie folgt, einfuhren. Sei 
(%, a 2> a 3 ) 4 s (0, 0, 0) ein beliebiger Punkt, und man fasse die 
Punkte 

(Aa x , Aa 2 , Aa 3 ) 

ins Auge, wobei A alle endlichen komplexen Werte annimmt. Jetzt 
fiigen wir zu diesen Punkten noch einen idealen Punkt hinzu. 
Derselbe wird durch den Punkt (a ls a 2j a s ) vollig bestimmt. 

Sei (b l9 b 2 ,b 3 ) 4= (0, 0, 0) ein zweiter Punkt des Raumes. 
Existiert dann ein Zahl q derart, daJS 

bi = qa 1 , b 2 = qa 2 , h = qa z 

ist, so soli der diesem Punkte entsprechende ideale Punkt mit dem 
ersten idealen Punkte identisch sein, sonst aber nicht. 

So bilden denn die idealen Punkte eine Mannigfaltigkeit von 
der 2 (n — 1) = 4 -ten Dimension. Ferner entspricht den eigent- 
lichen Punkten der Geraden 


(5) 


z t = Aa x , 


*2 = Au 2 , 


% 3 — Aa 3 , 
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wobei nur (a ly a 2 , a z ) =4= (0, 0, 0) und auch X 4=0 ist, und nur die- 
sen Punkten, ein und derselbe ideale Punkt. Wir wollen also 
diesen idealen Punkt als einen Punkt jener Geraden definieren und 
ihm auch den Punkt X = oo zuordnen. Daher liegt es nahe, jeden 
idealen Punkt als einen unendlich fernen Punkt zu benennen und 
etwa dutch das Symbol (Xa l3 Xa 2s Xa 2 ) z = 00 oder kiirzer durch 
(a 1} a 2 , a 3 ) ro = (a)*, zu bezeichnen. Zur Darstellung eines solchen 
Punktes geniigt ein beliebiger, vom Anfang verschiedener Punkt 
der entsprechenden Geraden (5). 

Unter der Umgebung eines unendlich fernen Punktes 
(a lf a 2) a B )^ versteht man die Punkte 

(Xa[, Xa' 2 , Xa’ z ) 9 

wofiir (a [ , a 2 , %) =4= (0, 0, 0) ein beliebiger Punkt der Umgebung 
von (a) und X ein beliebiger Punkt der Umgebung der Stelle 
X = 00 sind. 

Eine Eunktion F(z 1} z 2 , z s ) heiBt im unendlich fernen Punkte 
(Xa lf Xa 2 , Xa 3 ) Z:=0O analytisch, wenn es eine bestimmte Umgebung 
dieses Punktes gibt, in deren eigentlichen Punkten F sich analy- 
tisch verhalt und absolut genommen unter einer festen Zahl bleibt. 
Dann nahert sich F einem Grenzwert in jedem uneigentlichen 
Punkte dieser Umgebung, wie aus dem Riemannschen Satze be- 
ziiglich des Verhaltens einer Eunktion in der Nahe einer hebbaren 
Unstetigkeit, Kap. 8, § 8 hervorgeht. Legt man der Eunktion 
noch in den uneigentlichen Punkten der bewuBten Umgebung den 
betreffenden Grenzwert bei und projiziert man diesen Bereich ins 
Endliche, so wird sich die transformierte Eunktion im transfor- 
mierten Punkte analytisch verhalten. 1 ) 

Sclilufibemerkungen. Im Ealle n == 2 ist die Geometrie der re- 
ziproken Radien holoedrisch isomorph mit der Geometrie der 
Ebene der Eunktionentheorie 2 ), dagegen ist sie von der ebenen 
projektiven Geometrie vollig verschieden, indem keine ein-eindeu- 

1) Wir haben mit Absicht den Gebrauch der homogenen Koordinaten 
hier vermieden, denn diese verschleiern nur die eigentliche Sachlage. Erst 
nachdem die Definitionen nebst ihrer Rechtfertigung ldar sind, welche der 
Einfuhrung der unendlichen Punkte zugrunde liegen, darf man sich mit ge- 
buhrender Aehtung vor dem eigenen Geiste den homogenen Koordinaten an- 
vertrauen. Diese miissen der Funktionentheorie entbehrlich sein tmd nur als 
ein eleganter Formalismus zugelassen werden. 

2) Bocher, Fricke-Klein, a. a. O. 
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tige regulare Beziehung zwischen den Punkten ihrer Ebene nnd 
den Punkten der projektiven Ebene moglich ist. Dies erhellt 
schon daraus, daB die Anzahl der Schnittpunkte zweier Kreise 
in den beiden Geometrien verschieden ausfallt. 

Ist n^S, so sind alle drei erweiterten Baume wesentlich 
voneinander verschieden. 

Im Dalle n = 1 wurde der ganze unendlich feme Bereieh (der 
Punkt z = oo) durch eine geeignete Transformation der Gruppe 
ins Endliche projiziert. Sobald dagegen n > 1 ist, trifft dies in 
den drei vorstehenden Geometrien nicht mehr zu. Eine jede 
Transformation der Gruppe fiihrt mindestens einen unendlich 
fernen Punkt in einen zweiten solchen Tiber. 

Pur hohere Werte von n gibt es nicht nur die drei soeben be- 
sprochenen Falle. Man kann auch daraus zusammengesetzte Fall© 
bilden, indem man die Yariabelen in zwei oder drei Klassen ein- 
teilt und diejenigen ein und derselben Klasse nach der Gruppe 
einer der obigen Geometrien transformiert. So hatte man etwa 
im Falle n = 8 die Gruppe 

, a' x + y V 4 “ o* , a" x -f- b" y + o" , az-\-f$ 

X ~ ax + by+c ’ y ~ a^pby + ~e ’ Z 

2 ± ab'c" =$= 0 , ad — (iy = 4 = 0 . 

Diese Gruppe entspricht der Theorie der Funktionen zweier 
Argumente in der Ebene der projektiven Geometrie. Der zuge- 
horige Raum besteht aus den eigentlichen Punkten des gewohn- 
lichen komplexen Eaumes, n = 3, wozu noch die Punkte eines 
unendlich fernen Bereiches hinzugefiigt werden, und zwar so, daB 
die Punkte des erweiterten Eaumes in umkehrbar eindeutiger Be- 
ziehung mit den Punktepaaren {z,(x,y)} stehen, wo z die Neu- 
mannsche 2 -Kugel durchlauft, wahrend (x, y ) der projektiven 
Ebene angehort. 

In der Geometrie bilden meist die Element©, welche man als 
Operanden der Gruppe zugrunde legt, eine abgeschlossene Mannig- 
faltigkeit. Vom Standpunkte der Analysis aus trifft eine solche 
Auffassung indessen nicht stets zu — eine Behauptung, wofur die 
homogenen Koordinaten des nachsten Paragraphen ja bereits ein 
Beleg sind, da der Baum letzterer eben ein offener ist. 

DemgemaB darf man die soeben erwahnten zusammengesetzten 
Falle nicht zu eng fassen. So konnte man insbesondere das obige 
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Beispiel etwa dahin abandern, daB man die dritte Gleichung durch 
f olgende : 

z* — az + f} , a =4= 0, 

ersetzt. Auch konnte man eine Reihe der Variabelen als homogene 
Veranderlichen (§19) einfiihren. 

In der Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer Argu- 
mente nebst den zum algebraischen Gebilde gehorigen Integralen 
ist die Frage der zugrunde gelegten Grnppe nnd somit des unend- 
lich fernen Bereiches von prinzipieller Bedeutung. 

§ 19. Uber homogene Koordinaten. 1 ) 

In der Geometrie legt man ein abgeschlossenes System von 
Elementen, 311, zugrunde 2 ), wie z. B. die Punkte eines Punkt- 
raumes nebst den idealen Punkten des unendlich fernen Bereichs 
desselben, oder auch die Strahlen eines Strahlbiischels. Diese 
Elemente lassen sich nicht, wie die eigentlichen Punkte des ge- 
wohnlichen Raumes, in ein-eindeutiger stetiger Weise durch 
Zahlenkomplexe darstellen, woftir der erweiterte Punktraum 
eben einen Beleg liefert. 

Um dem abzuhelfen, fuhrt man homogene Koordinaten ein. 
So setzt man beispielsweise im Falle eines projektiven Punkt- 
raumes, R = R n , dessen Punkte aus den eigentlichen Punkten 
(x l9 . . x n ) des gewohnlichen komplexen n-dimensionalen Raumes 
nebst den idealen unendlich fernen Punkten bestehen, 

ft. 

x k = A, ‘“I.--.*- 

Hierdurch entsteht eine Beziehung zwischen den samtlichen 
Punkten des erweiterten R n und den Punkten einer zweiten Man- 

1) Der erste Teil dieses Paragraphen wird im einzelnen fur den Leser, 
welcher von den algebraischen Funktionen und ihren Integralen, sowie von 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen noch nichts weiB, nicht ver- 
standlich sein. Immerhin wird er jetzt schon gewisse Eindriicke dem Texte 
entnehmen konnen, welche dann durch eine spatere Lektiire noch verscharft 
werden. 

Der ganzliche Mangel derartiger Auseinandersetzungen in der Literatur 
ist schuld daran, daB die homogenen Variabelen den Analytikern unsympa- 
thisch geblieben sind. Klein, Math. Annalen 36 (1890), S. 6, hat zwar gesagt, 
daB man die homogenen Variabelen als gewohnliche Variabelen in einem 
hoheren Raume auffassen kann, und dabei hat er es denn bewenden lassen. 

2) Hier ist von dem Vorgehen die Rede, dessen sich beispielsweise 
v. Staudt in der projektiven Geometrie bediente. 
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nigfaltigkeit, namlich der Gesamtheit der Punkte (£ 0 , £ l9 . . £ n ) 

mit alleiniger Ausnahme des Punktes (0,0, ...,0) und ohne Er- 
weiterung durch uneigentliche, — die sogenannten unendlich fer- 
nen, — Punkte. Dieser letzte Punktraum werde mit 31 = 
bezeichnet. 

Die reine Geometrie beschaftigt sich mit Gebilden @, welclie 
aus einem Teil der Elemente von Eft bestehen, vde z. B. die Ge- 
raden der Ebene und die Elachen 2. Grades des Raumes. Den 
Punkten dieser Gebilde entspreehen dann, im soeben erwahnten 
projektiven Ealle 2ft = R n , in (1 , oo)-vieldeutiger Weise Punkte 
von Gebilden im Raume ift n+1 . So schneidet man denn in der 
Geometrie aus dem Ganzen, 2ft, einen Teil, ®, heraus. 

Ein wesentlich neuer Gedanke entwickelte sich im AnschluB 
an Riemanns Theorie der algebraischen Eunktionen und ihrer 
Integrale. Riemann hatte namlich den Begriff einer Eunktion 
an einem vorgelegten Gebilde in den Vordergrund geriickt. Das 
Gebilde besteht hier vornehmlich aus einer algebraischen Rie- 
manns chen Flache und zwar inklusive des unendlich fernen Be- 
reichs. Letzterer setzt sich aus einer endlichen Anzahl von 
Punkten zusammen. Wie man sieht, entsteht so eine enge Analo- 
gie zwischen der Grundflache g, als geometrisches Substrat be- 
trachtet, und dem Bereiche der unabhangigen Yariabelen in der 
Analysis, d. h. dem Definitionsbereiche einer Eunktion. 

Diesen Gedanken nahmen Aronhold 1 ) und Clebsch und 
Go r dan 2 ) auf, und er wurde spater von Klein 3 ) zu einem 
Hauptgesichtspunkte gemacht, indem diese Eorscher FunMionen an 
homogenen Gebilden betrachteten. Als erstes Beispiel seien die ebe- 
nen algebraischen Kurven erwahnt, welche zu algebraischen Gebil- 
den im komplexen Sft 3 der homogenen Koordinaten AnlaB gaben. 
Sodann gab es Noethers Normalkurve im projektiven B v _ l , wel- 
che zu einem algebraischen Gebilde im Raume 3i„ der homogenen 
Yariabelen fiihrt. In beiden Fallen sind die homogenen Gebilde 
Flachen im Sinne der algebraischen Geometrie, also reell 4-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeiten. 

Wir erwuhnen waiter die Kleinsche Behandlung der Theorie 


1) Journ. f. Math. 61 (1862), S. 95. Vgl. aueh Encyklopaiie II B 2, S. 137. 

2) Abelsche Integrale, 1866. 

8) Man vergleiche etwa die soeben zitierte Abhandlung aus den Math . 
Annalen, sowie die Bande liber elliptische Modul - und automorphe Funktionen, 
welche Klein und Fricke gemeinsam herausgegeben haben. 
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der gewohnlichen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
sowie der antomorphen Funktionen. Hier wird die eine unabhan- 
gige Yariabele der gewohnlichen Analysis, x 9 durch homogene 
Yeranderliche ersetzt: 



und auch die abhangige Yariabele y wird homogen gemacht: 



Hiermit verlaBt man die projektive Geometrie, indem die 
dnrch die Funktion 

y = /(«) 

definierte Kurve der gewohnlichen Ebene der analytischen Geome- 
trie jetzt als eine Kurve einer erweiterten Ebene betrachtet wird, 
welch letztere aber nicht als die projektive Ebene, sondern als die 
Ebene der Funktionentheorie sich einstellt. 1 ) 

Nachdem wir soviel iiber das Wesen der homogenen Varia- 
belen vorausgeschickt haben, wenden wir uns jetzt zur Einfiihrung 
derselben in den einfachsten Fallen, sowie zum 1. Hauptsatze, wor- 
auf ihre Einfiihrung beruht. 

a) Der projektive Baum . Diesen Fall haben wir bereits be- 
sprochen. Sind x n die gewohnlichen komplexen Koordina- 

ten eines eigentlichen Punktes desselben, so besteht die (l,oo)- 
vieldeutige Transformation in den Gleichungen 

(ax) ? A = 1, . . . , n. 

Einem uneigentlichen Punkte (Aa l9 . . Aa n ) z=00 ordnet man jeden 
Punkt (|) zu, woflir 

£o = 0, 2 .=$= 0, A = l,...,72. 

DemgemaB besteht durchweg die Nebenbedingung 

0 < I f 0 I + i £l 1 + * * • + I fn I * 

1) Dieser Gedanke, eine Kurve der gewohnlichen Ebene der komplexen 
analytischen Geometrie als eine Kurve der Ebene der Funktionentheorie auf- 
aufassen, tritt bereits bei Riemann auf ; Theorie der Abelschen Funktionen, 
Jowrn. f. Math. 54 (1857), S. 124 = Werke, l.Aufl. S. 108; 2. Aufl. S. 110. 
Andererseits findet der analytische Yorgang sein Gegenstiick in den Korre- 
spondenzen der algebraischen Geometrie. 

Osgood, Funktionentheorie. 11,1. 2. Aufi. 5 
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An Stelle der Gruppe 


X ' = ° 7c0 X 1 *4“ * * ‘ ~t~~ C 7cn x n 

G o o + c oi x i "P * * * 4 c on x n * 

2 i ^00 C 11 * • • G nn 4 0 ? 


tritt nun die Gruppe 

(a 3 ) £k ^ g Icq£q 4 G Jcl^l 4 * * * 4 Cfcn£n> 


Jc = 1,.. ,*j 


i = 0 , 1 , 


b) Der Baum der Funktionentheorie . Hier wird die Transfor- 
mation im Falle eines eigentlichen Punktes durcb die Gleichungen 
gegeben : 

(bj) ' = 

Einem uneigentlicben Punkte, wofur z h . = 00, »=i,...,z } ordnet man 
jeden Punkt (f) zu, wofur 

£** = 0 , 


ist, wahrend (b x ) statt hat, falls k =j= k € ist. Es bestehen hier die 
n Nebenbedingungen 

0 < | Clc | 4 K/fc | > k=*l,....n. 


An Stelle der Gruppe 


(b 2 ) 


z. 


a k z h 4 h 

Yk z k + 


7 , k — 1, . , n , / ={= 


tritt nun die Gruppe 

(ba) 


<5 k — PkYk 4= 0 , 

Zi = «7cC7c + PkC& > 
Z t = /fcCft 4 • 


c) Die zusammengesetzten Raume. Jetzt ist klar, wie man hier 
vorzugehen hat. So wird man im Beispiele des vorhergehenden 
Paragraphen 



zu setzen haben. Dabei geht die Gruppe in folgende iiber: 


| fo = £1 + & £2 4 0 £0 
I £1 = 0! 4 b f £2 4 c' £ 0 


fZ = af 4 /^, 

1 + ar. 
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Beziiglich solcher Eanrne werden die homogenen Variabelen 
stets so eingeflihrt, da£> die folgenden Satze gelten. 

1. Hauptsatz. 1 ) Sei F eine Function, welclie sich in einern 
Punkte P des vorgelegten erweiterten Baumes B analytisch bzw. 
meromorph 2 ) verhalt, und sei Q ein Punkt des Baumes 3ft der homo - 
genen Variabelen, welcher P entspricht. Dabei darf P soioohl ein 
eigentlicher als auch ein uneigenilicher Punkt sein, Q kann aber nur 
ein eigentlicher Punkt sein . 

Alsdann geht F in eine Funktion <2> im Baume uber, welclie 
sich in Q analytisch bzw . meromor'ph verhalt, und zwar im ur sprung - 
lichen Sinne des Wortes, da Q eben ein eigentlicher Punkt ist . 


Beginnen wir mit dem Falle des projektiven Baumes und set- 
zen wir der Kiirze halber n = 2. Sei ferner P ein uneigentlicher 
Punkt, da der Satz sonst offenbar rich tig ist. Vermoge einer 
Transformation 


a) 




c ko H~ C Jcl X 1 4~ C 7c2 X 2 
Co 0 “f" Cq 1 x i Cq 2 X 2 


k = 1, 2, 


werde der Punkt P in einen endlichen Punkt P ± iibergefuhrt. Da- 
bei geht die vorgelegte Funktion F nach Voraussetzung in 
eine Funktion F(X 1 , X 2 ) liber, welche sich in der Nahe von P t 
in der Form darstellen lafit: 

tp rv tt \ G(X l3 X 2 ) 

H (/L 1 , JL 2 ) 


wo G, H sich beide im Punkte P x analytisch verhalten. 3 ) 

Wir flihren jetzt eine Funktion 0 der homogenen Variabelen 
ein, indem wir jedem Punkte (| 0 , £ 2 )? welcher einem Punkte 

der Umgebung von P entspricht, den Wert der Funktion F dort 
zuordnen, sofern F dort definiert ist: 

0(£o,£i,& =F = F(X 1 ,X 2 ). 


1) Der 2. Hauptsatz wird erst in Kap. S, § 30 besprochen. 

2) Bine Funktion verhalt sich memmorph in einem Punkte, wenn sie 
sich als das Verhaltnis zweier sich im Punkte analytisch verhaltenden Funk- 
tionen ausdriicken laBt. 

3) Die eigentliche Funktion F(x 1} x 2 ) geht in eine Funktion F 1 (X 1 , X 2 ) 
liber, welche hebbare Singularitaten in der Nahe von P t aufweisen kann. 
Und nun liefert die erganzte Funktion F x die Funktion F. Diese Ausnahme- 
werte, sofern welche vorhanden sind, sind geradezu die Werte der ursprung- 
lichen Funktion in den unendlich fernen Punkt en der Umgebung von P. 

5 * 
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Ein dem Punkte P zugehoriger Punkt Q sei (!) = (a), wobei 
a Q = 0 ist. Dann ist 


(2) c 00 a 0 + c 01 a x + c 02 « 2 + 0, also c 01 a 1 + c 02 a 2 + 0. 


In der Tat sei P ein Punkt (Xa 1 , Aa 2 );.= <*. Dann darf man 
= a l9 a 2 = a 2 setzen. Demgemafi hat P x die Koordinaten 


Wurde nun 


lim X 7c = lim 

X — oo X = 00 


CkO + K<>kl<h + <*%<**) 
C 00 + ^( C 0l a l “f“ c 02 a 2) 5 


Cq i % + ^ 02^2 = 0 

sein, so miifite auch 

<?&!«! + ^2^2 = 0, 


*= 1 , 2 . 


* = 1 , 2 , 


da P x ja im Endlichen liegen soli. Dies hatte aber das Ver- 
schwinden der Determinante der Transformation zur Polge. 

Des weiteren ist wegen (a x ) und (1) 

V" c lco£o “f* c ki%i “b „ 

-A 71: = z — : r — ; zr , * = 1,2. 

c oo !o + c oi !i C 0 2 £2 

Diese Funktionen verhalten sich wegen (2) analytisch im Punkte 
(!) = (a). Demgemafi gehen G und H in Funktionen uber: 

G(X u X 2 ) - P(! 0 , ! 1? ! 2 ), H(Z a> Z 2 ) = H(f 0 , ! lf !*), 

welche sich beide im Punkte (!) = (a) analytisch verhalten, und 
hiermit ist der Beweis erbracht. 

In alien anderen Fallen, wie z. B. beim Eaume der Funk- 
tionentheorie, geht man in ahnlicher Weise vor und stellt so den 
Beweis her. 


§ 20. Der DaurentsctLe Satz. 

Sei S ein regularer, mit zwei Eandkurven C l9 C 2 versehener 
Bereich der w-Ebene, und sei T ein ebensolcher, von und P 2 
berandeter Bereich der #-Ebene. Dabei liege C 1 innerhalb C 2 , 
und ebenso P x innerhalb P 2 . Sei ferner f(w,z) im Zylinder- 
bereiche (S, T) analytisch und am Eande desselben stetig. Stellt 
man nun / durch die Cauchysche Integralformel dar, so kommt: 

f(w, z) = fc.r^w, z) + z ) + z) + fc>r,( w > z ) > 

wobei 

(2ni) 2 J t — zj s — w i 

r ) c i 


fcjj{w,z ) 


t,J = 1 , 3 . 
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§ 20. Der Laurentsche Satz 

Der auBerhalb C x gelegene Teil der w-Ebene werde mit S l9 der 
innerhalb C 2 gelegene Teil mit S 2 bezeichnet; nnd ebenso mogen 
in der 2 -Ebene die Bereiche T l9 T 2 erklart werden. Dementspre- 
cbend verhalt sich die Funktion fca^, im Zylinderbereiche 
(S i9 Ti) analytisch. 

Jetzt kann man die Forderung der Stetigkeit am Rande fal- 
len lassen und den Satz aueh fur diesen Fall, wie unter ahnlichen 
Umstanden, Bd. I, S. 864 geschah, beweisen. Im ubrigen darf 
einer der Bereiche S und T einfach zusammenhangen. Dann stehen 
reehter Hand nur zwei statt vier Glieder. 

Nimmt man insbesondere die Bereiche S, T als Kreisringe an, 
deren Mittelpunkte in w = 0 bzw. z = 0 liegen, so gestatten die 
betreffenden Integrate Potenzreihenentwicklungen, wie folgt: 


f Cl r L nach positiven 

33 3 3 

fc x l\ 33 3 3 

f &> 1\ 33 33 


Potenzen von — , 

w z 
1 

» » w 3 

_i_ 

” ” w 3 z; 

37 33 W , Z * 


Endlich diirfen die Kreise C l9 F x auf die Punkte to = 0 bzw. 
z = 0 zusammenschrumpfen, und ebenso diirfen sich die Kreise 
C 2 , F 2 auf die ganze w- bzw. , 2 -Ebene ausdehnen. 

Diese Entwicklungen iibertragen sich ohne weiteres auf Funk- 
tionen beliebig vieler Veranderlichen. In den vorhergehenden 
Satzen besteht der Laurentsche Satz fur Funktionen mehrerer 
Argumente. 

Anwendung des Satzes. Wir wollen den Laurentschen Satz 
gleich zum Beweise eines allgemeinen Theorems anwenden, wel- 
ches um so frappanter ist, daB es kein Analogon in der Theorie 
der Funktionen einer Variabelen besitzt. 

Satz. 1 ) Ist f(w 9 z) im Bereiche 
%: \w\ + \z\>G 

analytisch, wo G eine feste Zahl bedeutet, und bleibt f dort aufierdem 
endlich, so ist f eine Eonstante . 


1) Madison Colloquium, p. 145. 
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Zum Beweise s telle man die Funktion im Bereiehe 
G < | £ | < oo, \w\<co 

in der Form dar: 

00 

f(w, z) = + fc,n=2A k (z)wK 

k = 0 

Dabei yerhalten sich die Koeffizienten im Bereiehe G < | z | < oo 
analytisch. Hier miissen aber zunachst alle Koeffizienten A 1c (z ), 
wofiir k> 0 ist, identisch verschwinden. Sonst sei A A '(z) ein 
Koeffizient, wofiir dies nicht zutrafe, und sei auBerdem A^ (z 0 ) 4= 0, 

| z 0 j > G. Fur groBe Werte von w bleibt f(w, z Q ) aber nach Vor- 
aussetzung endlich, und hiermit ist man zu einem Widerspruch 
gefiihrt. DemgemaB reduziert sich f(w,z) auf eine Funktion 
von z allein. Bei den Yoraussetzungen des Satzes treten aber w 
und z symmetriseh auf. Daher erweist sich / ebenfalls als eine 
Funktion von w allein, und hiermit ist der Beweis erbracht. — 
Der Satz laBt sich auch, wie folgt, formulieren. 

Verhalt sich eine Funktion f(z l9 . . . , z n ) , n^>z, in jedem 
Punkte des unendlich fernen Bereiches analytisch, wie auch immer 
dieser Bereich als abgeschlossene Punktmannigfaltigkeit definiert wer- 
den moge, so ist f eine Konstante. 

§ 21. Analytische Fortsetzung. 

Der Begriff der analytischen Fortsetzung, wie er im ersten 
Bande dieses Werkes, 9. Kapitel, fur Funktionen einer Variabelen 
auseinandergesetzt ist, ubertragt sich ohne weiteres auf Funktio- 
nen beliebig vieler Argumente. Verhalt sich namlich /(#i,..„,# w ) 
im Innern eines 2^-dimensionalen Bereiches T des Baumes der 
Variabelen (z l9 ...,z n ) analytisch; gibt es ferner einen T umfas- 
senden 2n-dimensionalen Bereich % nebst einer im Innern von % 
analytischen Funktion, welche in den Punkten von T mit / iiber- 
einstimmt, so sagt man, / laJBt sich fiber T hinaus analytisch fort - 
setzen . Die erweiterte Funktion, fur die nicht zu T gehorigen 
Punkte von £ betrachtet, heiBt eine analytische Fortsetzung von /. 
DaB es nur eine analytische Fortsetzung von / im genannten Be- 
reiche gibt, folgt aus dem Identitatssatze von § 12. 

Allgemeiner seien T, T f zwei ubereinandergreifende Bereiehe, 
in denen zwei Funktionen f{z 1 , ...,z n ) bzw. <p(z l9 . . z n ) sich 
analytisch verhalten. Stimmen dann / und <p im Innern eines bei- 
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den Bereichen gemeinsamen Gebietes miteinander iiberein, so bil- 
det jede derselben eine analytische Fortsetzung der anderen. 

Auch die analytische Fortsetzung einer vorgelegten Funktion 
langs einer bestimmten Kurve findet hier ihre naturgemaBe Yer~ 
allgemeinerung. Ehe wir uns indessen zur naheren Besprechung 
dieses Begriffs hinwenden, fiihren wir vorerst gewisse Bereiche 
ein, welche auch sonst in der Theorie der analytischen Fortsetzung 
von Wichtigkeit sind. 

Definition der Bereiche K. Sei f(w,z) im Punkte (w 0 ,z 0 ) 
analytisch, und sei 

K' r : \ w — w 0 \ < r } \z — z 0 \<r 

ein im Definitionsbereick von / belegener Kreiszylinderbereich. 
Dann ist es denkbar, daB / eine analytische Fortsetzung gestattet, 
derart, daB die neue Funktion sich in einem groBeren Bereiche 
K' r , } wofiir also r' > r ist, analytisch verhalt. Ist / keine ganze 
Funktion, so sei R die obere Grenze der Zahlen r. Wir konnen 
dann den Kreiszylinderbereich IC R = K = K , als eine Yerallge- 
meinerung des wahren Konvergenzkreises im Falle n = 1 ansehen 
und zu ahnlichen Zwecken benutzen. — Im Falle einer ganzen 
Funktion soli E aus dem ganzen endlichen Raume bestehen. 

Zur Bestimmung der Zahl R kann man sich der Taylorschen 
Reihenentwicklung bedienen. Setzt man diese in der Form an: 

/ (w, z) = y<JE a m n (w — w 0 ) m (z — z 0 ) n , 
und schreibt man ferner 

•^-k = j &mn | ) 

wobei die Summe sich auf alle Werte von m, n erstrecken soil, 
wofiir m + n ist, so ist R offenbar die obere Grenze der- 

jenigen positiven Zahlen r, wofiir die Reihe 

2A h r* 

k= 0 

konvergiert. 

Definition der Bereiche S im Raume der Funktionentheorie . Wir 
wollen den eigentlichen Raum noch durch einen unendlich fernen 
Bereich zu einem geschlossenen Bereiche erganzen. Beginnen wir 
mit dem Raume der Funktionentheorie. 
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1st (w, z) ein Punkt, wofiir | w | ^ 1 bzw. w = oo ist, nnd iibt 
man die Transformation 

(A x ) z' = z 

aus, so geht (w, z) dadnrch in einen Punkt (w' 9 z f ) iiber, wofiir 
j to' | 1 ist, wahrend | z | unverandert bleibt. 

Ebenso geht ein Punkt (to, z ), wofiir | 0 | ^ 1 bzw. z = 00 ist, 
durch die Transformation 
( A 2 ) w' = w, z' = -j 

in einen neuen Punkt (w' 9 z') iiber, wofiir | z' | ^ 1 ist, wahrend 
| w | unverandert bleibt. 

Yermoge der beiden Transformationen (Aj) und (A 2 ) kann man 
einen beliebigen auBerhalb des Bereiches 

B: M^l, 

belegenen eigentlichen oder uneigentlichen Punkt (w, z) in einen 
Punkt von B iiberfiikren. 

Yom Standpunkte der Gruppentheorie aus kann man den 
Saehverhalt hier, wie folgt, auffassen. Durch die Transformation 
nen (A x ) und (A 2 ) wird eine endliche Gruppe erzeugt, deren 
weitere Transformationen aus der Identitat nebst der folgenden 
bestehen : 


Und nun erhalt man einen Fundamentalbereich fur diese Gruppe, 
indem man die Punkte (w, z) nimmt, wofiir 

| z | < 1 bzw. |^|=1, 0 ^ y, z = x + iy. 

und ebenso 

| w | < 1 bzw. \w\ — 1 , 0 v , w = u + iv, 

ist. Dieser Bereich werde mit g bezeichnet. 

Wir sind nunmehr in der Lage, jedem Punkte ( w Q , z Q ) einen 
dem fruheren K analogen Bereich ® beizulegen, wie es die Yer- 
haltnisse im erweiterten Baume erfordern. Liegt namlich (w 09 z 0 ) 
bereits in %, so moge ® geradezu als K erklart werden. Sonst 
werde ( w 0 ,z 0 ) durch eine geeignete Transformation S der Gruppe 
in § gebracht und der zum transformierten Punkte (w' 0 ,z' 0 ) und 
zur transformierten Punktion f'(w',z f ) gehorige Bereich K be- 
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stimmt. Indem man nun K durch die zu S inverse Operation 8 -* 1 
transformiert, entsteht dadurch ein Bereich, welchen wir mit $ 
bezeichnen wollen. 1 ) 

Im allgemeinen Ealle n = n handelt es sich um die Gruppe 

^ = = 4, 

wobei die Exponenten i l3 i 2 , ...,£ n unabhangig voneinander die 
Werte 1, — 1 annehmen. Darnach ist die Gruppe von der 2 n -ten 
Ordnung. Ein zugehoriger Eundamentalbereich gr bestebt aus den 
Punkten 

1**1 <1 bzw. \z j \=l, 0 ^ y j9 Zj — Xj + iy 5 . 


§ 22. Fortsetzung. Das Gleiche im projektiven Raume. 

Hier kann man sich der Gruppe bedienen, welche durch die 
beiden folgenden Transformationen erzeugt wird: 


z w 3 


Diese Gruppe entspricht der in homogenen Yariabelen ge- 
schriebenen Gruppe 

Qx[ = x ix , 

= x k , 


QX n , 

wobei %, • • •> V e i ne beliebige Anordnung der Zahlen 1,2, 

. . . , n vorstellt. 2 ) 


1) Fur gewisse am Rande von g belegene Punkte ist S nicht eindeutig 
bestimmt. Ist z. R. w 0 = 1 , | z Q | >- 1 , so konnte man etwa festsetzen, daB S 
als die Transformation 

, , 1 
z 


und nicht als 



gewahlt werde ; d. h. daB nur solche Koordinaten transformiert werden, 
wofiir dies vonnoten ist. 

2) Wegen dieser Gruppe vergleiche man Klein, Math. Annalen 4 (1871), 
S. 846; E. H. Moore, Amer. Journ . of Math. 22 (1900), p. 886. 
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Im Ealle n = 3 schreibt man leicht alle 3! Transformationen 
in nicht-homogenen Variabelen hin und iiberzeugt sich dann ohne 
Miihe, daB ein Eundamentalraum fur die Gruppe aus dem Innem 
nebst einem Teil der Randpunkte des Bereiches 

|w|^M 

besfcelit. 

Bezeiehnet man die homogenen Yariabelen fiir ein beliebiges 
n mit w x , . . .,w n und faBt man den Bereich 

n 

H: I w i I f>. I 1 = ' ' ' = I Wn I » 2\ Wk j > 0 

~ k — 1 

ins Auge, so liefem die inneren Punkte von H. d. h. die Punkte, 
wofiir stets das Ungleichheitszeiehen gilt, eben die inneren Punkte 
eines Fundamentalbereiches O im Baume der homogenen Variabe- 
len. Die Randpunkte von H werden erhalten, wenn mindestens 
ein Gleichheitszeichen gilt. Sie sind mithin diejenigen Punkte von 
H, welche auf einem der Gebilde 

\W{\ = |«<+i I, 

liegen. Im ubrigen sei noch bemerkt, daB stets | w n | > 0 ist. 

1st ( w ) ein Punkt von H, so wird ( qw ), <?*o, ebenfalls ein 
Punkt von H sein. Wir konnen nun zu einem Fundamentalbereich 
% fiir die nicht-homogene Gruppe iibergehen, indem wir w n — 1 , 
w k = z k , *=i,...,n-i 1 setzen. Die inneren Punkte von % sind 
dann die inneren Punkte des Bereiches 

P'. | #1 | | #2 | =i " ’ ' = I — 1 I = ^ > 

und die Randpunkte von P sind wieder solche, wofiir mindestens 
ein Gleichheitszeichen gilt. Ist nun etwa 

1 z x I ~ I I > % + z i ’ 

so wollen wir unter den hiermit kongruenten Punkten denjenigen 
zu % rechnen, wofiir 

0 S arc z x < arc a a < ist. 

Damit ist % vollig definiert. Ein innerer Punkt von % wird 
nur durch die Identitat in einen Punkt von % iibergefiihrt. Ein 
Randpunkt von % wird niemals in einen anderen Punkt von ^ 
iibergefiihrt. 
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§ 23. Analytische Fortsetzung langs einer Kurve 

Die Bereiche S. Wir sind nunmehr in der Lage, die Bereiche 
$ zn definieren. 1st (w 0 ,z 0 ) bereits ein Punkt von gr nnd ist 
if der dazugehorige Bereich, so moge ® eben als der Bereich K 
erklart werden. 

In jedem anderen Falle sei (w' } z') derjenige Punkt von %, 
welcher (w Q , z Q ) unter der Gruppe entspricht, und sei T eine Trans- 
formation, welche ( w 0 ,z 0 ) in (w',z') iiberfuhrt. Ist (w',z r ) ein in- 
nerer Punkt von H, so wird es nur eine derartige Transformation 
geben. Sonst kann es mehrere geben, und wir nehmen eine davon 
willkurlich an. 

Im ubrigen ist es leicht, ahnlich wie vorbin bei der Pestle- 
gung der Bandpunkte von eine Verabredung zu treffen, wonach 
die Transformation T auch in diesem Falle eindeutig bestimmt 
wird. So konnte man beispielsweise unter zwei Transformationen 

Q — X^ , . . . , Q x n = X in , 

Q X 1 ~ * * • * Q X n = X j n > 

die erstere stets dann und nur dann vorziehen, falls die erste von 
0 versehiedene Differenz i x — j l9 i 2 — 7*2 > * • • positiv ist. 

Pahren wir fort, indem wir den zu (V, z f ) und zur transfor- 
mierten Funktion f'{w',z r ) gehorigen Bereich K bestimmen. 
Durch die zu T inverse Transformation wird nun K in denjenigen 
Bereich ubergefiihrt, welchen wir als ® bezeichnen wollen. 

§ 23. Analytisclie Fortsetzung langs einer Kurve. 

Kurven im erweiterten Baume. Unter einer regularen Kurve 
des erweiterten Baumes versteht man eine Punktmenge L, welche 
in eine endliche Anzahl von Stucken zerlegt werden kann, derart, 
daB je zwei aufeinanderfolgende Teile entweder schon im End- 
lichen liegen und eine regulare Kurve bilden oder doch w 7 enigstens 
durch eine Transformation der betreffenden Gruppe ins Endliche 
projiziert werden konnen, wobei dann das x\bbild derselben eine 
regulare Kurve abgibt. Im ubrigen soil die Kurve L aus einem 
zusammenhangenden Stucke bestehen. 

Kann man die obigen Teile auBerdem noch * so wahlen, daB 
jeder davon, welcher bereits im Endlichen liegt, analytisch ist, 
wahrend die anderen, nachdem sie einmal ins Endliche projiziert 
sind, analytische Kurvenbogen liefern, so heiBt L eine analytische 
Kurve bzw., falls mehrere versehiedene analytische Kurvenbogen 
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aneinander gereiht sind, ein analytischer Kurvenzug des erweiterten 
Raumes. 

Analytische Fortsetzung langs einer Kurve. Sei L eine regu- 
lable vom Punkte (w 0 , z Q ) ausgehende Kurve des eigentlichen bzw. 
des erweiterten Raumes, und sei f(w,z) im Punkte (w 0 , z 0 ) analy- 
tisch. Dann kann man f(w,z) vermoge ubereinandergreilender Be- 
reiche ® langs L analytisch fortsetzen, indem man zunaehst ein en 
innerhalb ®u, 0j * 0 , aber nahe am Rande dieses Bereiches gelegenen 
Punkt (w 1 ,z 1 ) wahlt und dann den Bereieh in Betracht 

zieht. Durch Wiederholung dieses Schrittes wird man entweder 
die ganze Kurve L mit einer endlichen Anzahl von Bereichen 
uberdecken, oder aber auf die Existenz eines ersten unerreichbaren 
Punktes, (w, z), schlieBen konnen. 

Die ubrigen Entwieklungen des ersten Bandes, Kap. 9, § 1 
ubertragen sich jetzt ohne weiteres auf Punktionen mehrerer 
Variabelen. Wir heben noch die Definition besonders hervor, wo- 
nach eine in einem Bereiche T analytische Funktion z n ) 

und eine zweite im Bereiche T f analytische Funktion <p(z l3 . . z n ) 
als gegenseitige analytische Fortsetzungen voneinander erklart wer- 
den sollen, falls es moglich ist, die Funktion / von einem inneren 
Punkte des Bereiches T aus langs einer Kurve L bis zu einem in- 
neren Punkte P von T' hin analytisch fortzusetzen, wobei dann 
diese letzte Fortsetzung in der Nahe von P mit der Funktion q> 
ubereinstimmen soil. 

Theorem. Sei T ein Bereieh von einfachem linearen Zu - 
sammerihange , und sei z n ) eine in einem Punkte von T 

analytische Funktion . Ld/3t sieh dann f langs jeder in T belegenen 
regularen Kurve analytisch fortsetzen, so bilden die also erhaltenen 
Funktionswerte eine in T analytische Funktion . 

Der Beweis laBt sich bier geradeso fiihren wie im Falle n = 1 
(I, 9, § 2), indem man sich der Verallgemeinerung jener Entwick- 
lungssatze betreffend linear einfach zusammenhangende Bereiche 
bedient. Andererseits kann man von der Yoraussetzung ausgehen, 
daB jede einfache geschlossene in T gelegene Kurve L sich stetig 
auf einen inneren Punkt von T zusammenziehen laBt, ohne einen 
Randpunkt von T zu uberschreiten. Ware nun der Satz nicht 
richtig, so muBte es einen inneren Punkt A von T und eine Be- 
stimmung f = f x der Funktion in der Nahe von A geben, derart, 
daB, wenn f x von A aus langs einer gewissen Kurve L analytisch 
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fortgesetzt wird, eine yoel verschiedene Bestimmung f 2 von / in 
der Nahe von A sich einstellt. Jetzt ziehe man L stetig anf einen 
inneren Punkt B von T znsammen. Dabei beschreibt der Pnnkt 
A eine Kurve, langs deren sowohl f L als f 2 analytisch fortgesetzt 
werden mogen. Da nun aber und / 2 stets voneinander verschie- 
den sein miissen, in der Nahe von B es aber nicht sein konnen, 
so wird man hiermit zu einem Widerspruch gefiihrt. 

Der Zusatz (I, 9, § 2) nimmt hier auf Grund des Satzes von 
§ 20 eine verscharfte Form an, welche den jenem Satze zugefiig- 
ten Zitaten gemaB noch enger gefaBt werden kann. 

Zusatz. Verhalt sich eine Funktion /(%,..., z n ) in jedem 
Punkte des unendlich fernen Bereiches analytisch , so ist f eine 
Konstante. 

Das Theorem ( A'), (I, 9 § 2), laBt zwar auch eine Verallge- 
meinerung zu, welche jedoch von weniger Bedeutung ist, wie im 
Falle n = 1. Unter den Voraussetzungen des Satzes kann man 
namlich schlieBen, daB sich keine zweiseitige Flache S in die 
Kurve L einspannen laBt, derart, daB L stetig fiber S hin ver- 
schoben und schlieBlich auf einen Punkt zusammengezogen wer- 
den kann, wahrend / dabei stets langs L analytisch fortgesetzt 
werden kann. Mit anderen Worten laBt sich die Kurve L nicht 
in einen linear einfaeh zusammenhangenden Bereich einbetten, 
worm die Funktion beliebig analytisch fortgesetzt werden kann. 

Der Satz von Bd. I, S. 454 iibertragt sich direkt auf Grund 
des verallgemeinerten Biemannschen Satzes von Kap. 8, § 8. 

Yon den vier Aufgaben gilt die zweite unverandert. Auch die 
dritte trifft zu, und zwar auf Grund der Satze von Kap. 8, § 29. 
Die vierte handelt von meromorpher Fortsetzung, Kap. 8, § 18, 
und bleibt ebenfalls bestehen. 

§ 24. Definition einer monogenen analytischen Funktion. 

Im ersten Bande, Kap. 9, §§ 8, 4, ist der Begriff einer mono- 
genen analytischen Funktion einer komplexen Yariabelen ausfiihr- 
lich entwickelt worden. Jene Definition iibertragt sich unmitt el- 
bar an der Hand des Yorausgehenden auf Funktionen mehrerer 
Argumente. Insbesondere braucht man auf S. 455—457 nur den 
Wortlaut und die Beziehung in evident er Weise abzuandern. 

Was dagegen den Begriff des monogenen analytischen Ge- 
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bildes (I, 9, S. 457) anbetrifft, so miissen wir deswegen auf das 
folgende Kapitel binweisen. 

Die Definition eines Zweiges bleibt bestehen. An Stelle der 
Eiemannschen Placbe tritt jetzt der mehrfaoh zu zahlende Eie- 
mannscbe Baum. Auf das Analogon der Verzweigungspunkte kon- 
nen wir aber erst eingehen, wenn uns die Entwieklungen des 
nacbsten Kapitels zur Verfugung stehen. 

Da der Definitionsraum der Funktionen mehrerer Argumente 
der Anschauung weiter entruckt ist, wie im Palle n = 1, so ist es 
nm so rnehr von Wichtigkeit, eine vollkommene arithmetische 
Prazisierung des Begriffs der monogenen analytischen Punktion zu 
besitzen. Gliieklicherweise laBt sieb die Arithmetisierung im Palle 
n = 1 obne weiteres auf den allgemeinen Pall ubertragen. Der 
Hauptsatz (I, 9 § 4) nimmt hier folgende Gestalt an. 

Theorem. Sei f(z 1) . . s„) im Punkte (a 1} . . a n ) — (a) ana- 
lytisch. Dann kann man dieser Funktion eine abzahlbare Menge von 
Funktionen: 

W — Zn)> 21 = 0 , 1,2 

folgender Beschaffenheit zuordnan: 

a) Die Funktion f k (z 1 , . . z„) verhalt sich analytisch in einem 

Bereiche ® !e , dessen Mittelpunkt im Punkte ( a ’ c ) = (af* , . . . , a’jf) 
*= 0 , 1 , 8 ,..., liegt. Daft moglichst gro/3 angenommen werde, ist ja 
hier in der Definition dieses Bereiclies mit enthalten. In der Nahe 
der Stelle ( a °) = (a) soil aufierdem / 0 (%, . . z„) mit der vorgelegten 
Funktion e n ) ubereinstimmen. 

b) Jede Funktion z n ) la/3t sich aus jeder anderen 

dieser Funktionen lurch analytische Fortsetzung ableiten. 

c) Sei L eine regulare Kune des erweiterten Baumes, langs de- 
ren f(z 1 ,...,z n ) sich analytisch fortsetzen laflt. Dann kann d,iese 
analytische Fortsetzung vermoge einer endlichen Anzahl der Funk- 
tionen f k (z J} . . z n ) geleistet werden. 

Der Beweis gestaltet sicb aucb geradeso wie im Palle n = 1. 
Wir geben vom Bereicbe aus und numerieren zunacbst die ra- 
tionalen Punkte desselben, d. b. diejenigen Punkte von ® 0 , deren 
Koordinaten samtlicb rationale komplexe Zahlen sind; dazu werde 
aucb der Punkt (a) selbst mit gezahlt: 


(a 0 ) = ( a ) , (a 1 ) , (a 2 ) , . . . 
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Jedem dieser Punkte (a k ) ordnen wir dann den zugehorigen Be- 
reich S? 7c zu. Die so gewonnenen Funktionen f k (z li . . ., z n ) genii- 
gen Bedingungen a) und b) des Satzes. 

Jetzt ist schon klar, wie das Rasonnement weiter verlauft, 
und so erhalt man denn den vollstandigen Beweis. 

Anstatt von einer einzigen Funktion f(z li ...,z n ) auszugehen, 
hatten wir aucb gleich eine beliebige endliche Anzahl von Funk- 
tionen 

• • •> *n), ■ ■ ■, f [l) (Zl> ■ ■ ->Zn), 

deren jede sich im Punkte (a) analvtisch verhalt, zugrunde legen 
konnen. Die Formulierung des erweiterten Satzes ist ja evident, 
und der Beweis gestaltet sich ebenfalls so wie im oben besproche- 
nen Falle. 

Der am Bnde jenes friiheren Paragraphen befindliche Satz 
nimmt hier die folgende Gestalt an. 

Satz. Vorgelegt sei ein Funktionensystem , 

Wi =/«(«!, ...,Z n ), 

wobei /('*)(%, . . z n ) sich im Punkte (a) analytisch verhalt. Sei fer- 
ner (z) = (#') ein beliebiger Punkt, nach welchem sich das simultane 
Funktionensystem analytisch fortsetzen la fit, mid sei (w[ , . . . , w]) 
das also erhaltene System der Funktionenwerte . Dann bilden die 
verschiedenen Wegen entsprechenden Komplexe stets nur 

eine abzahlbare Menge. 

Vom Definitionsbereiche einer monogenen analytischen Funktion . 
Im AnschluB an den Fall n — 1 liegt es nahe, den Inbegriff der 
zu einer monogenen analytischen Funktion bzw. zu einem mono- 
genen analytischen Funktionensysteme gehorigen Bereiche ® als 
einen mehrblatterigen Riemannschen Raum auffassen zu wollen. 
In besonderen Fallen ist dies auch leicht durchzufiihren. Wir er- 
innern aber daran, daB der Beweis schon im Falle n = 1 nicht auf 
der Hand lag; (I, 14 §18). Und ebenso im Falle n> 1 bedarf 
diese Frage einer besonderen Untersuchung. 

Zum Begriffe der monogenen analytischen Funktion ist in- 
dessen dieser Satz nicht notig, wie aus dem Yorhergehenden ja be- 
reits ersichtlich ist. Trotzdem ist es zweckmaBig, wenigstens im 
Kleinen eine Yorstellung des Raumes der Argumente der Funktion 
zu haben. Es sei uns darum gestattet, die verschiedenen nebst 
ihren zugehorigen Funktionselementen f k (z 1) . . . 3 z n ) bzw. Systemen 
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(fp{z 19 . . ««), • - ff&i, * - ZiS) ins Auge zu fassen und von dem 

Inbegriffe dieser als vom Definitionsbereiche der Punktion bzw. 
des Punktionensystems zu reden, ohne dabei die andere Prage 
vorlaufig zu beriihren, wie diese zu einem Riemannschen Raume 
zusammenzufiigen sind. 

Algebraische Funktionen . AuBer solcben analytiscben Punktio- 
nen, welche aus den Blementarfunktionen explizite zusammenge- 
setzt werden, sind die algebraischen Punktionen mehrerer Argu- 
ment© wohl die einfaehsten, welehe sich in der Praxis einstellen. 
Sei G(z l9 . . ,,z n ) ein irreduktibles Polynom, welches von positivem 
Grade in z n ist. DaB dann durch die Gleichung 

. . .,z n ) = 0 

eine monogene analytische Punktion von (z X) ...,z n _ x ) definiert 
wird, kann man mit Hilfe des WeierstraBschen Satzes liber ratio- 
nale Punktionen mehrerer Yariabelen nachweisen; vgl. Kap. 3, 
§ 29: 

§ 25. Ton der Permanenz einer Punktionalgleickimg; analytisciie 
Portsetzung vermoge einer solchen. 

Wir konnen dem Theorem von Bd. I, Kap. 9, § 6 jetzt eine 
etwas allgemeinere Passung geben, da wir damals von ganzen 
Punktionen mehrerer Veranderlichen nicht reden konnten. 

Theorem. Sei 

(1) G{w 1 ,...,w n ) 

eine gauze rationale oder transzendente Funktion von w x , . . . , w n , 
und sei % der DefinitionsbereicJi eines gewissen monogenen ana - 
lytischen Funktionensy stems, f 1 (z 1 , . . z^), . . f n (z 1} . . z v ). Setzt 

man nun 

( 2 ) Wi ===/*(%, .. «, 

und tragt man diese Werte in G(w x , . . w n ) ein , so moge die hier- 
durch entstehende Funktion von (z l9 • * z 9 ) in der Umgebung eines 

Punktes (z) = (a) von % identisch verschwinden; 

(3) G[/ x (%,. . -0. 

Alsdann leistet auch jedes System gleichzeitiger analytischer Fort - 
setzungen der Funktionen (2) iiber einen in % verlaufenden Weg L 
Inin der Funktionalgleichung (3) GeniXge . 



§ 26. S chluB b emer kungen iiber analytische Fortsetzung 81 

Allgemeiner gilt der Satz fur jede Funhtion G(w l9 ...,w n ; 
z t) . . ., Zg), welche sich in einem beliebigen Punkte (w r ,z f ) ana - 
lytisch verhalt, wo ( w' ) willkurlich im endlichen Baume genommen 
wird und {z') einen reguldren Punht von % bedeutet. 

Der Beweis gestaltet sich geradeso wie im friiheren Dalle. 

DaB solche Einsehrankungen, -wie sie bei der obigen Formu- 
lierung des Satzes auftreten, nicht iiberflussig sind, zeigt ein 
Beispiel : 

G(wi, w 2 ) = Q (w ± ) — Q (w 2 ) , 

wo Q(z) die in Bd. I, Kap. 9, § 5 definierte Funktion bedeutet, 
und % die schlichte Ebene ist. Setzt man hier 

w i = /i0) = w 2 = f 2 (z) = z , 

so wird zwar (3) geniigt, solange | z | < 1 ist, — aber auch nur 
so lange. 

Das Theorem ist fur die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen von fundamentaler Bedeutung. 

Eine klassische Anwendung des Satzes findet sich bei 
WeierstraB 1 ), wo es sich um den Nachweis handelt, daB die 
symmetrischen Yerbindungen der Abelschen Funktionen im ganzen 
endlichen Raume der Argumente keine anderen Singularitaten 
als nur auBerwesentliche aufweisen. Die SchluBweise ist mit der 
im Bd. I, Kap. 9, § 6 unter b) auseinander gesetzten Methode 
verwandt, wodurch gezeigt wurde, daB die Funktion sn u keine 
anderen Singularitaten im Endlichen als nur Pole besitzt. 

In dieser Hinsicht erwahnen wir auch die WeierstraBsche 
Abhandlung betreffend die analytischen Fakultaten. Nachdem sich 
na mh afte Mathematiker mit diesem Problem bereits beschaftigt 
hatten, war es der Begriff der analytischen Fortsetzung nebst der 
Permanenz einer Funktionalgleichung, welcher den Fortschritt gab; 
Werhe, Bd. I, S. 155. 

§ 26. SchluJSbemerkungen iiber analytische Fortsetzung. 

WeierstraB hielt es nicht fur iiberflussig, zu erwahnen, daB 
die Werte, welche eine analytische Funktion langs eines Stiickes 
einer analytischen Kurve annimmt, unter Umstanden langs der 

1) Es ist mir namlich in der Erinnerung, daB WeierstraB in seinen 
Vorlesungen iiber Abelsche Funktionen diese Methode verwendet habe. In 
seinen Werken, Bd. IV, 22. Kap. hat er den Beweis freilich anders gefuhrt. 

Osgood, Punktionentheorie. 11,1. 2. Aufi. 6 
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Kurve analytisch fortgesetzt werden konnen, ohne daB die Funk- 
tion der urspriinglichen Argumente notwendig eine entsprechende 
analytische Fortsetzung gestattet. 

Sei beispielsweise Q(z) die in Bd. I, Kap. 9, §5 definierte 
Funktion. Daraus bilden wir die Funktion 

/(«i,«a) =Q(.Zi)Q (*a)- 

Der Definitionsbereicli dieser Funktion besteht offenbar aus dem 
Innern des Kreiszylinders 

S: KI<1, |*al<l- 

Im iibrigen ist sie auch stetig am Rande desselben. Da nun 
Q(0) = 0 ist , so nimmt / langs der Geraden 

L: 0i = O, 0 2 = t, 0^t<l, 

den Wert 0 an, und diese Werte lassen sich auch langs L auBer- 
halb % fortsetzen. — Man vergleiche iibrigens das Beispiel am 
Ende von § 25. 

Endlich sei noch bemerkt, daB die Punkte des (2 n + 2)- 
dimensionalen Raumes, welche eine monogene analytische Funk- 
tion 

w =f(g 1 , • • •, o 

darstellen, in jede Nachbarschaft eines jeden Punktes dieses 
Raumes hineindringen konnen. Als Beleg dafiir diene folgendes 
Beispiel. Sei 

w — f(z) 

ein uberall endliches Abelsches Integral, p > 1, und seien min- 
destens drei der Periodizitatsmoduln linear unabhangig im Bereiche 
der ganzen Zahlen. Dann kommt w in einem beliebigen Punkte 
0 = 0 ' einem mUkiirlich vorgegebenen Werte C beliebig nahe. 

Dasselbe Beispiel dient auch allgemein, indem man f(z) bloB 
als eine Funktion von n Argumenten z x = 0 , 0 2 , . . z n auffaBt. 



Zweites Kapitel. 

Implizite Funktionen. Teilbarkeit. 

§ 1. Mehrdeutige implizite Funktionen. 

Bine der fruhesten Anwendungen des Cauchyschen Besiduen- 
kalkuls besteht darin, die Anzahl der Wurzeln einer algebraischen 
oder auch transzendenten Gleicbung zu bestimmen, welche in der 
Nahe einer bestimmten Wurzel derselben liegen. 1 ) 

Sei F(w, z) im Punkte ( b , a) analytisch, und sei 

F(b, a) = 0, F{w, a) =j= 0. 

Dann wird die Punktion F(w,a) eine Wurzel m- ter Ordnung, 
m ^ 1, im Punkte w = b, aber keine zweite Wurzel in der Nahe 
von b haben. Sei 

| w — b 1 < r l9 | z — - a | < h x 

ein Bereich, in welch em F(w, z) sich analytisch verhalt , so kann 
man r < r x so wahlen, daB F(w, a) in keinem Punkte des Be- 
reiches 0 < | w — b | ^ r verschwindet. Darauf moge h ^ h x so be- 
stimmt werden, daB F(W, z) 4 = 0 ist, wo | W — b | = r und 
| z — a\ < fi ist. DaB dies in der Tat angeht, erhellt daraus, daB 
F(w,z) in jedem Punkte der Kurve \W — b \ = r } z—a stetig 
und von 0 verschieden ist. Der Kiirze wegen setzen wir hinfort 
b = 0. 

Nun behaupte ich: ist z ein beliebiger Punkt des Bereiches 

T: | z — a | < h, 

so hat die Gleichung 

(1) F(w, z) = 0 

1) Cauchy, Turiner Abhandlung vom 11. Oktober 1831. — Exercices 
d' analyse, Bd. 2, 1841, S. 64; vgl. (I, 7, S. 354). 


6 * 
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genan m im Kreise \w\<r gelegene Wurzeln. In der Tat wird 
die Anzahl der in jenem Kreise belegenen Wurzeln von F{w,z), 
indem man z als einen festen Punkt von T und w als im Kreise 
| w | sS r veranderlich ansieht, durch das Integral 


1 fF w (W, z) 

ZniJ F (W, z) 

c 


dW, 


F w {w, z) = 


SF 

dm’ 


gegeben, wobei Tiber den Kreis C : | W | = r, in positivem Sinne 
integriert wird. Im Punkte z = a bat dieses Integral den Wert m. 
Femerhin andert sich dasselbe stetig, wenn z sioh im Innern des 
Bereiehes T bewegt, und da nun das Integral stets eine ganze 
Zahl vorstellt, so muB letztere notwendig immer den gleichen Wert 
m beibehalten. — Wir wollen die m Wurzeln mit w ls ...,w m 
bezeiehnen. 

Des weiteren sei <p{w) eine im Kreise \w\<r analytische 
und am Eande desselben stetige Funktion. Erstreckt man das 
Integral 



F (W, z) 


dW 


in positivem Sinne Tiber G, so erbalt man hierdurch (I, 7, § 11, 
S. 348, 1. Satz) den Wert des Ausdrucks 1 ) 


<p(w x ) d + <p(w m ) =■?(«)• 

Insbesondere erkennt man, daB P (z) im Bereiche T eindeutig 
und analytisch ist. 

1st m = 1 und setzt man cp(w) =w, so ergibt sich hiermit, 
daB durch die Gleichung (1) eine Funktion w = P(z) definiert 
wird, welche sich im Bereiche T analytisch verhalt; man ver- 
gleiche auch (I, 7, § 11, Aufg. 1). Im ubrigen werden samtliehe in 
der Nahe der Stelle (0,a) belegenen Wurzeln der Gleichung (1) 
durch die Punktepaare (P(z),z) erschopft. Hier findet sich wohl 
der erste Existenzbeweis betrelfend imphzite Funktionen. 3 ) 

Soviel bei Cauchy. Jetzt ist nur noch ein kurzer Schritt zu 
einer wiehtigen Darstellung der Funktion w im Falle m > 1. 
Dies geschieht, indem wir mit Simart 3 ) 

<p(w) =w le , Te = 


1) Cauchy, a. a. O., S, 66. 

2) Cauchy, a. a. 0., S. 71. 

3) Picard, TraitS d’analyse , Bd. 2, Kap. 9. 
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setzen. So kommt : 

K + 4 h = Pjc(z)- 

Zieht man noch die bekannten Formeln der Algebra heran, wo- 
dnrch die symmetrischen Funktionen 

A x = — (w 1 + ^2 H U>m) > 

A 2 = w x w 2 + w x w 3 H h A, 


-4m = ± WjWg. . .W m , 

rational und ganz durch obige Summen dargestellt werden, so er- 
kennt man, da£> auch die A k im Bereiche T analytiscbe Funktio- 
nen von z sind. 

Hiermit ist folgender Satz begriindet, den wir gleicb fur den 
Fall von n + 1 Yariabelen aussprechen, da der vorstebende Be- 
weis ohne wesentliche Modifikation auch hier noch gilt. 

Satz. Sei F(w, z x , . . z n ) im Punkte (b, a n ) analy- 

tisch, und sei 

F{b, a x , . . a n ) = 0, F(w, a x , . . a n ) =j= 0. 

Per Einfachheit Jialber werde b — 0 gesetzt. Dann gibt es eine be - 
stimmte Umgebung T der Stelle a n ) und eine Umgebung K 

des Punktes w — 0 , 

T: \Zy — a 3 \<h, K : | w ] < r, 

derart , daft, wenn (z) ein beliebiger Punkt von T ist , die Gleichung 
F(w, z x , . . >,z n ) = 0 

genau m Wurzeln w x , w 2 , . . w m in K besitzt . 

Im ubrigen werden diese Wurzeln durch eine Gleichung von der 
Form 

w m + A x w m - X 4 b A m = 0 

gegeben, wobei A k , *=i, eine im Bereiche T analytisdhe, im 
Punkte (a x , verschwindende Funktion von (z x ,...,z n ) be - 

deutet. 
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In dieser Eormulierung ist der Satz wohl zuerst von Weier- 
straB 1 ) ansgesprochen und vermoge des Vorbereitungssatzes (vgl. 
unten §2) bewiesen worden. Er lindet sich bei Poincare 2 ) nebst 
einem Beweise und wurde spater auch yon WeierstraB 3 ) ge- 
druckt. 


§ 2. Der Weierstrafisohe V orb er eitungssatz. 

Der Yorbereitungssatz. 4 ) Sei die Funktion F(w,s l , . . . , z n ) 
im Punkte (b, a lt . . a n ) analytisch und sei 

F(b, ch]_ j . - • j u n ) = 0 . F (w , cL-y j . . . , u n ) 0 . 

Der Einfachheit halber werde b — 0 gesetzt. Dann lafit sich F in 
einer bestimmten Umgebung des Punktes (0, a n ): 

| to | < r, \s f — a f \<h, 

in der Form darstellen: 

(1) F(w, ^ . . ., z n ) = + AiW™- 1 + •*. + A m )Q{w, s»), 

wo A kf *«=i, . m, eine im Punkte (a 1 , . • . , a n ) analytische , dort 
verschioindende Funktion von (^x, bedeutet und Q sich im 

Bereiche % analytisch verhalt und dort nicht verschwindet . 

Behufs des Beweises 5 ) kniipfen wir an die Entwicklungen des 
vorhergehenden Paragraphen an und bestimmen vorerst die GroJBen 

1) Yorlesungen an der Berliner Universitat, von 1860 an; vgl. Werke, 
2, S. 135, Anm. Doch kommt der Pall n = m = 1, wie vorhin sehon er- 
wahnt, bereits bei Cauchy vor. 

2) Pariser These, 1879, p. 6, Lemme II. 

8) Funktionenlehre, 1886, S. 107 = Werke, 2, S. 135. Dieser Publikation 
war sehon eine lithographierte Ausgabe aus dem Jahre 1879 vorausgegangen. 

4) Vgl. das voraufgehende Zitat auf WeierstraB. In den letzten Jah- 
ren sind mehrere Beweise des Vorbereitungssatzes erschienen, welche meisten- 
teils algebraischen Charakters sind und wodurch auch die Mittel gegeben 
werden, um die Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung zu bestimmen; 
Brill, Sitzungsber . der Munchener Akad. 21 (1891) S. 207, sowie Math. Annalen 
69 (1910) S. 538, wobei auch die Arbeiten von Stickelberger, G-oursat 
und Hartogs zitiert sind. Ferner Dumas, Sitzungsber. der Munchner Akad. 
4. Dez. 1909; Bliss, Bull. Amer . Math. Soc . 16 (1910) S. 356 und Princeton 
Colloquium , 1913, 8. 49; Macmillan, Bull. Amer. Math. Soc. 17 (1910) S. 116. 
Wegen Verallgemeinerungen des Vorbereitungssatzes vgl. Poincar6, Thhse 
1879, sowi e Mecanique celeste , Bd. 1, S. 72; Risley und Macdonald, weiter 
unten im Texts; Bliss, Transactions Amer. Math. Soc. 13 (1912) S. 133; 
Macmillan, Math. Annalen 72 (1912) S. 157. 

5) Dieser Beweis schlieBt sich den von Cauchy herruhrenden Entwick- 
lungen (§ 1) eng an; vgl. Goursat, Cours d’analyse, Bd. 2, Nr. 356. 
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r, Ji genau so wie fruher. Sei z ein beliebiger Punkt des Bereicb.es 
T, § 1, den wir nun festhalten wollen. Wir beschranken uns wie- 
derum der Einfachheit halber auf den Fall n = 1 . Indem wir die 
Eunktion bilden: 


F (w, z ) 

(w— Wj) . . . (w — w m ) 


F (w, z) 

TW*) 


= 0(w) 9 


wo f(w, z) =w m + A-yW™- 1 H V A m 


gesetzt ist, erkennt man, daB &(w) im Bereicbe K: \w \ < r, 
abgesehen von hebbaren Singularitaten in den Punkten w = w l9 
• • • ? w m j analytisch ist. In den genannten Ansnabmepunkten 
werde 0(w) nocb durcb dessen Grenzwert dort erklart. Dann 
verbal t sicb 0(w) im Inneren des Kreises K analytisch, ist ferner- 
hin stetig am Rande desselben und verschwindet endbcb weder 
im Innern nocb am Rande von K. DemgemaB laBt sich 0(iv) 
im Innern von K durch die Cancbyscbe Integralformel darstellen: 



FjW^z) dW 
f (W, z) * W — w* 


Eassen wir nnn dieses Integral ins Ange! Dasselbe stellt eine 
im Bereicbe | w | < r, \z — a\ <h analytische Funktion der bei- 
den unabhangigen Variabelen w,z: Q(w, z), vor. AuBerdem er- 
kennt man, da 0(w)=^O ist, daB £)(w,z) im genannten Bereicbe 
nicbt verscbwindet. DemgemaB liefert die Gleicbnng 


F(w s z) = f(w, z) Q{w, z) 

den in Anssicbt genommenen Beweis. 

Der erweiterte Satz. Der vorstebende Satz versagt, vrenn 
F (w , a) identiscb verschwindet. Ist beispielsweise 


F(w, z) = wz, a = 0, 


so ist keine Spaltnng der bewuBten Art moglich. Es liegt indes- 
sen nahe, eine lineare Transformation, etwa 


w = w' + A, z — w' — z* 

vorznnebmen, wodnrch bier F in eine nene Eunktion F^w^z') 
iibergeht. Dann ist 

F-tiw', z') = w' 2 — z' 2 . 


und auf diese Funktion ist der WeierstraBsche Satz nun anwend- 
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bar. Die Spaltung wird hier bereits geliefert, indem man 
Q(w', z') = 1 setzt. 

Im allgemeinen Falle kann man ahnlich verfahren und ge- 
langt so zum folgenden Satze. 1 ) 

Satz. Sei G(x 0 , x n ) im Punkte (a 0 , a x , . . a n ) analy - 

tisch und sei 

G(a 0 , . . .,a n ) = 0, G(a 0 , <c») ^ 0. 

Der Einfacliheit halter werde (a 0 , a w ) = (0, 0, . . 0) gesetzt 

Dann lafit sich G vermoge einer linearen Transformation 

(2) = 7a-,0^ + 7*, 1*1 H + Vkn Z n9 

-F it 7oo7ll? • • • 9 7nn H* 0 9 

in eine Funktion F(w, z l9 . . ., z n ) verwandeln, welche den Bedingun - 
gen des Vorbereitungssatzes genugt. 

Zum Beweise ziehen wir den Taylorschen Lehrsatz mit Best- 
gliede heran, indem wir der Ktirze wegen n = 1 setzen : 

G(x o, %) = (7 0 ^ + d b G m x * + P(x 0 , ajj), 

P(^ 0? = P 0 (a 0 > %)^ +1 H b P m + i(x 0 , 

Dabei soil mindestens einer der Koeffizienten <7 7c yon Null ver- 
schieden sein; vgl. Kap. 1, § 12. 

Berechnen wir nun den Koeffizienten yon w m in der trans- 
formierten Funktion, so kommt 

C'or’oo + O.y^Yio + • • • + O mV T o- 

Demnach braucht man y 00 und y 10 nur so zu wahlen, daB dieses 
Polynom nicht verscbwindet. Zu den hierzu gewahlten Werten 
lassen sich dann weitere Zahlen y 0 i>7n> . - . als Koeffizienten yon 
(2) auf mannigfache Art so annehmen, daB die Determinante der 
Transformation nicht verschwindet, und hiermit ist der Beweis 
geliefert. 

Wir bemerken noeh, wenn yfl. eine mogliche Wahl der Koeffi- 
zienten yon (2) vorstellt, daB dann jeder Punkt (y 0 o?7io> • * .,7»«) 
einer bestimmten Nachbarschaft von (yj$, yJo, . . y**) ebenfalls 
ein brauehbares Koeffizientensystem abgibt. 


1) Weierstrab, a. a. O. 
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Der besondere Fall n = 1. Im Falle F(w,z l9 . . .,z n ) nur yon 
zwei Argumenten abhangt — sehreiben wir dann F (w , z) — kann 
man dem Satze noch eine Formulierung erteilen, welcbe jener Vor- 
anssetzung beziiglich des identischen Verscbwindens von F(w,a), 
sowie der bewufiten linearen Transformation entbehrt. 1 ) Sollte 
namlich 

F(w, 0) ^0 

sein — wir wollen a = 0 annehmen — so erkennt man, indem 

man F{w,z), als Funktion von z allein betrachtet, nacb dem 

Mittelwertsatze von I, 7 § 7 darstellt, daB das von z unabbangige 

Glied fehlt, so daB also 

i d m D 

F (w , z) = F m(w , 0) Z m + 2 m + 1 P m (w , z) , F m = 

ist, wobei m ^ 1 ist. Wiirde nun F m (w, 0) fur alle Werte von m 
identisch verschwinden, so muBte aueh F (w , z) =0 sein, und 
diesen Pall wollen wir ausschlieBen. Wir diirfen mithin annehmen, 
daBF m (w,0) 0 ist. Dann laBt sich F(w, z), wie folgt, darstellen: 

F(w, z) — z m F(w, z), 

wobei nun die letzte Funktion naeh dem WeierstraBschen Vorbe- 
reitungssatze weiter zerlegt werden kann. Das hiermit erhaltene 
Resultat laBt sich, wie folgt, aussprechen. 

Der ver allgem einerte Vorbereitungssatz im Falle 
n = 1. Sei F{w,z) im Punkte (0,0) analytisch und sei 

F( 0,0) =0, F(io,g)s£ 0. 

Dann laflt sich F{w,z), wie folgt, darstellen: 

F(w, z) = z f ‘f{w,z)Q(w, z) . 

Dabei ist fi eine naturliche Zahl oder 0, und Q{w,z) verhalt sich 
analytisch im Anfange und verschwindet dort nicht. Endlich ist 
f(w,z) entweder = 1 oder es ist 

f(w,z) = w m + A 1 w m ~ 1 + • • • 4- A m , 

■ico A k ,k= l, sich im Punkte z = 0 analytisch verhalt und dort 
verschwindet 

1) Hieruber vergleiche man Risley und Macdonald, Annals of Mathe - 
matics, 2. Beihe, Bd. 12 (1910/11) S. 82. Der Satz war bereits Black be- 
kannt, Proceedings Amer. Acad. Arts and Sci. 87 (1902) S. 325 unten. 
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Man konnte die beiden ersten Faktoren zusammenziehen. in- 
dem man schreibt: 

z f 'f(w, z ) = A 0 w m -j- A x w m ~ x H + A m , 

wobei nun die A’s sich alle im Punkte z — 0 analytisch verhalten. 
Hiermit wird der Gedanke nahegelegt, ob die fur den Fall n = 1 
also gewonnene Verallgemeinerung nicht aucb fur den allgemeinen 
Fall statthabe. Darnach wiirde sicb F stets in der Form darstellen 
lassen : 

F(w, z n ) = (A 0 w m + A jM”** 1 H 1- A m ) Q(w, . . ., z n ), 

wobei A le> *=o sich im Punkte (z) = (0) analytisch verhalt 

und Q sich im Punkte (to, z n ) = (0, 0, 0) analytisch 

verhalt und dort nicht versch.windet. 

DaB eine solche Darstellung im allgemeinen nicht mdglich ist, 
beweist folgendes Beispiel. 1 ) Wir kniipfen an die Funktion Q (z) 
(I, 9, § 5) an: 

^ z nl + !! 

Q(z) =z Z±rj\n\ + 2) ’ 

n — 2 

und bezeichnen die dazu inverse Funktion mit B(z): 

w=Q(z), z = B(w). 

Das durch die Gleichungen 

(1) z=«, y = uv, z —Q(v) 
definierte Gebilde laBt sich implizite in der Form schreiben: 

(2) F(x,y,z) = xB(z) — y = 0. 

Nun ist aber klar 2 ), daJB diese Funktion F bei Bevorzugung 
der Yariabelen z sich nicht in der bewuBten Weise darstellen laBt. 
Denn sonst miiBte die Funktion 

(3) — «(£) 

mit der 'durch eine primitive irreduktibele Gleicbung 

(4) A 0 (x,y)z m + A 1 (x,y)zl m - 1J i f A m (x,y) = 0, A 0 (x, y) £ 0, 

1) Osgood, Transactions Amer. Math. Soc . 17 (1916) S. 4. 

2) Der nachstehende Beweis setzt die spateren Entwicklungen dieses Ka- 
pitels Yoraus, §§ 7, 9. 
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definierten Funktion z zusammenf alien. Dabei muB zunachst 
A o (0,0) =0 sein. 1st namlich m > 1, so fallt die durch (4) defi- 
niert-e Funktion z mehrdeutig aus. 1st dagegen m = 1, so verhalt 
sich diese Funktion analytisch im Anfang. Beides verstoBt aber 
gegen die Eigenschaften der durch die Gleickung (3) definierten 
Funktion. 

Sei G(x,y) ein im Anfange irreduktibler Faktor von A 0 (x , y). 
Dann sind die iibrigen Koeffizienten A k (x, y) sicher nicht alle 
durch G(x, y) teilbar, da das Pseudopolynom (4) sonst nicht pri- 
mitiv ware. BemgemaB gibt es einen Punkt (x 1 ,y 1 ) der Urnge- 
bung des Anfangs, in welchem 

A 0 (x lf y-j) = 0, A k (x lf y x ) =)= 9* 

Sei andererseits (x 0 , y Q ) ein Punkt des Definitionsbereiches 
| y | < | x | der Funktion (3), welcher ebenfalls in der Nahe des An- 
fangs liegt. Dann laBt sich (x 0) y 0 ) mit (x 1} y ± ) vermoge einer 
Kurve verbinden, welche in der Nahe des Anfangs verlauft, keine 
Nullstelle von A 0 (x,y) und ebenfalls keine Nullstelle der Diskri- 
minante von (4) durchsetzt, und langs deren endlich die in der 
Nahe von (. x 0 , y 0 ) durch (3) gegebene Wurzel von (4) eine analy- 
tische Fortsetzung gestattet, wodurch diese Wurzel in eine im 
Punkte (x 1 ,y 1 ) unendlich werdende Wurzel ubergefuhrt wird. 
Hiermit sind wir nun zu einem Widerspruch gefuhrt, da alle ana- 
lytischen Fortsetzungen der Funktion Q(y/x) ja endlich bleiben. 

Wegen der geometrischen Bespreehung dieses Beispiels vgl. 
§29, Ende, S. 178. 

§ 3. Fortsetzung. Der Fall einer reellen Funktion. 

Ein Punkt z n ) moge ein reeller Punkt heiBen, wenn 

seine Koordinaten samtlich reelle Zahlen sind. Auf Grund dieser 
Erklarung konnen wir folgenden Satz aussprechen. 

Satz. Sei F(w, z l9 . . z n ) eine Funktion , welche in der Um- 
gebung des reellen Punktes (&, a 1} . . a n ) den Voraussetzungen des 
W eierstrafischen V orlereitungssatzes , § 2, genugt 1 ) und aufierdem in 

1) Dabei ist es ja gleichgiiltig, ob man verlangt, daB die Funktion F sich 
in der komplexen Umgebung des Punktes a n ) analytisch verhalt oder 

fur reelle Werte der Argumente in der Nahe dieses Punktes nach dem Tay- 
lorschen Lehrsatze entwickeln laBt. Man braucht also von komplexen Wer- 
ten der Argumente nicht zu reden. 
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den reellen Punkten von X reelle Werte annimmt . Dann werden die 
Koeffizienten A k} sowie die Funktion Q, ebenfalls reelle Werte in 
den reellen Punkten von % haben. 

Entwickelt man namlich F im Punkte (&, a 1} . . a n ) nacli 
dem Taylorschen Lehrsatze, so werden die Koeffizienten der 
Beihe, der Formel (A') von Kap. 1, § 15 zufolge, samtlich reell 
ansfallen. Jetzt nehme man eine Entwicklung von F nach aufstei- 
genden ganzzahligen Potenzen von w allein vor. In einem reellen 
Punkte (zi,... 9 z n ) des Bereiohes 

r 

| Zj — CLj | < Jl, j = 

werden dann die Koeffizienten dieser Beihe ebenfalls reell aus- 
f alien. Nun zeigt man aber leicht, daB, wenn w = a + pi eine 
Wurzel einer solchen Beihe ist, dasselbe dann auch von der Zahl 
w = a — fti gilt. 

Hiermit ist denn dargetan, daB die Wurzeln w l9 . . § 2, 

entweder reell oder paarweise konjugiert imaginar sind, falls 
(z lt ...,z n ) ein reeller Punkt ist, und infolgedessen erweisen sich 
die Koeffizienten A k als reell unter der gleichen Bedingung. 
Daraus ergibt sich ferner, daB die Funktion 

F(w,z 1} . . .,z n ) 
w m + A x io m ~ 1 + • — A m 

zunachst in jedem reellen Punkte von %, wofiir sie definiert ist, 
einen reellen Wert hat. Mithin muB sie auch in ihren hebbaren 
Unstetigkeiten, sofern diese reelle Punkte sind, reell ausfallen, mid 
damit ist der Beweis des Satzes erbracht. 

§ 4. Primfaktoren im Kleinen. 

Der Zerlegung eines Polynoms in irreduktible Faktoren lauft 
eine zweite Theorie parallel, welehe sich auf die Zerlegung einer in 
einem bestimmten Punkte verschwindenden analytischen Funktion 
in ein Produkt von Primfaktoren bezieht. 

tiler die Teilbarkeit. Seien F(z 1 , . . z n ) und #(%, . . z n ) 
zvei Funktionen, deren beide sich im Punkte (a) = (%, . . a n ) 
analytisch verhalten, und sei 

* • -,s«) * °* 

Existiert dann eine drift e, ebenfalls im Punkte (a) analytische 
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Funktion Q (z 1 , . . . , z n ) derart, daB in alien Punkten der Um- 
gebung von (a) 

( 1 ) • • •; %n) — Q{%1> * * *3 Zn) • * *> &n) 

ist, so heiBt F im Punkte (a) durch 0 teilbar, und Q heiBt dann 
der Quotient von F durch 0 . 

1st 0 im Punkte (a) von null verschieden, so decken sich 
diese Definitionen genau mit den entsprechenden arithmetischen 
Definitionen, welch letztere allgemein in der Analysis zugrunde ge- 
legt werden. Yerschwindet dagegen 0 in (a), so wird der arith- 
metische Quotient von F durch 0 nieht in alien Punkten der 
Umgebung von (a) existieren. Indessen wird in jedem Punkte P 
dieser Nachbarschaft, in welchem 0 =j= 0 ist, durch den arith- 
metischen Quotienten eine in P analytiseke Punktion erklart, 
und diese Funktion weist nur hebbare Unstetigkeiten in der Nahe 
von (a) auf. DemgemaB verhalt sich der entsprechende Zweig 
der monogenen analytischen Funktion F/0 ausnahmslos analytisch 
in der genannten Nachbarschaft und stimmt dort eben mit der 
vorstehend als dem Quotienten definierten Funktion Q z n ) 

liber ein, 

1st eine nicht identisch verschwindende Funktion F(z l9 . . z n ) 
im Punkte (a) durch eine Funktion 0(z l9 . . . 9 z n ) teilbar und ver- 
schwindet dabei sowohl 0 als auch der Quotient Q(z l9 ...,z n ) ia 
(a), so heiBt F im Punkte (a) reduktibel . 

Verhalt sich dagegen F im Punkte (a) analytisch und ver- 
schwindet F dort, ohne identisch zu verschwinden ; gestattet F 
ferner keine Zerlegung von der Form (1), wobei sowohl 0 als Q 
verschwinden, so heiBt F im Punkte (a) irreduktibel. Eine irreduk- 
tible Funktion, als Faktor aufgefaBt, wird auch wohl als Prim - 
faktor benannt. 

Wie man sieht, beziehen sich die beiden letzten Definitionen 
nur auf solche im Punkte (a) analytische Funktionen F(z l9 . . z n ) 9 
welche dort verschwinden, ohne jedoch identisch zu verschwin- 
den. Die Funktion 0 ist weder reduktibel noch irreduktibel, und 
dasselbe gilt auch von einer Funktion, welche im Punkte (a) iiber- 
haupt nicht verschwindet. 

Eine im Punkte (a) irreduktible Funktion kann immerhin in 
gewissen Punkten jeder Umgebung von (a) reduktibel sein, wie 
das Beispiel zeigt: 


F(x, y , z) = z 2 — x 2 y. 
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Diese Funktion ist, wie man leicht beweist, im Anfange irreduk- 
tibel. Dagegen zerfallt sie in jeder Nullstelle (a,b,c), wofiir 
b 4= 0 ist : 

F(x, y, z) = (z — xYy)(z + x]/y). 

Es gibt aber auch unendlich. viele benaehbarte Stellen, in denen 
sie irreduktibel ist, und zwar sind das alle Stellen (a, 0, 0). 

Zwei im Punkte (cl) analytische Funktionen F (z 1 , . . . , # n ) und 
0(z x , . . z n ) heiBen im Punkte (a) miteinander aquivalent, wenn 
jede davon dort durcb die andere teilbar ist. Dafiir ist notwen- 
dig und hinreichend, dab die Relation (1) besteht, wobei 
Q(z 1} ...,z n ) im Punkte (a) von null verschieden ist und auBer- 
dem F und 0 nieht identiseh verschwinden. Sind F und 0 
in (a) Equivalent, so sind sie es auch in jedem Punkte der Urn- 
gebung von (a). 

Von prinzipieller Wichtigkeit ist folgender Satz. 

Hauptsatz. 1st F(z x , . . z n ) im Punkte (a l3 . . . , a n ) ana - 
lytisch und versehwindet F dort, ohne identiseh zu verschwinden , 
lafit sich F auf eine und, sofern man zwischen dquivalenten 
Funktionen nieht unterscheidet, nur auf eine Weise in ei?i Produkt 
im genannten Punkte irreduktibler Faktoren zerlegen. 

Dem Beweise dieses Satzes gehen die algebraischen . Er- 
orterungen der folgenden Paragraphen voraus. Fur n = 1 springt 
jedoeh die Richtigkeit des Satzes sofort in die Augen. 

Seien F(z x , . . .,z n ) und 0(z 1} . . z n ) zwei Funktionen, welche 
sich. beide im Punkte (a) analytisch verhalten und dort ver- 
schwinden, ohne jedoeh identiseh zu verschwinden. Ist dann 
ein im Punkte (a) verschwindender Faktor von F mit einem 
Faktor von 0 aquivalent, so heiBt dieser ein im Punkte (a) 
gemeinsamer Toiler von F und 0 . Auf Grund des Hauptsatzes 
setzt sich ein solcher aus einem Produkt gemeinsamer irreduktibler 
Faktoren von F und 0 multiplikativ zusammen. Kommt jeder 
letzterer mit der niederen der beiden Multiplizitaten gezahlt vor, 
womit er bei F und 0 behaftet ist, so heiBt er der grofite ge- 
meinsame Teiler von F und 0 im Punkte (a). Besitzen die Funk- 
tionen F und 0 keinen gemeinsamen Teiler im Punkte (a), so 
heiBen sie in (a) relativ prim zueinander . 

Dem vorhin betonten Umstande gegeniiber, daB namlich eine 
in einem Punkte (a) irreduktible Funktion doch in Punkten jeder 
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Umgebung von (a) reduktibel sein kann, ist folgender Satz yon 
besonderer Bedeutung. 

Satz. 1 ) Sind zwei Funktionen F(z lf . . ., z n ) und 0{z 1 , . . z n ) 
in einem Punkte (a) relativ prim zueinander, so sind sie es auch in 
jeder Stelle der Umgebung von (a), in welcher sie beide gleichzeitig 
verschwinden. 

Der Beweis ergibt sich aus den Entwicklungen von §§ IB, 14. 
Unter den Yoraussetznngen des Satzes bilden namlich die in der 
Nahe yon (a) gelegenen gemeinsamen Nnllstellen der beiden Eunk- 
tionen F nnd 0 nur eine (2 n — 4)-fach ansgedebnte Mannigfaltig- 
keit. Gabe es nun in diesem Bereiche einen Punkt (a'), in wel- 
chem F und 0 einen gemeinsamen Teiler hatten, so wurden jene 
Nullstellen in der Nahe von (a') sehon eine (2 n — 2)-fach ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeit liefern. 

Wie man sieht, sind die Eigenschaften, worauf die vorstehen- 
den Definitionen beruhen, invariant gegeniiber einer ganzen, 
nicht-singularen linearen Transformation, oder allgemein gegeniiber 
einer beliebigen Transformation 

<=/<(%>•••> z n), 1=1,..., n, 

wobei sich /* im Punkte (z) = (a) analytisch verhalt und die 
Jacobische Determinante 

im Punkte (a) nicht verschwindet. 

§ 5. Exkurs liber Pseudopolynome. 

Unter einem Pseudopolynom verstehen wir eine Eunktion 

(A) f(x } y) = fix, y l9 . . ., y n ) = a 0 x m + a 1 x m ^ 1 4 + a m , 

wobei a k = a k iy l9 . . y n ) sich im Punkte (c) c n ) analy- 

tisch verhalt. Der Punkt (c) heiBt die Spitze des Pseudopolynoms. 

Yerschwinden insbesondere alle a k identisch, so verschwindet 
auch / identisch, und umgekehrt. Trifft dies nicht zu, so sei 

a o iVi> * • *> 2/n) 

Dana heiBt m der Grad von /. 


1) WeierstraB, Werke , Bd. 2, S. 154. 
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Zwei Hilfssatze. Die nachfolgenden Untersuchungen verlaufen 
der Theorie der gewohnlichen Polynome genau parallel; man ver- 
gleiche Bocher, Algebra , Kap. 14—16. Dabei setzen wir den 
Hauptsatz von § 4 fiir n = 1 , 2, . . ., n als riehtig voraus. Wie 
bereits erwahnt, ist dies ersichtlich zulassig, wenn n = 1 ist. 

l.Hilfssatz. Ist das Pseudopolynom 

(1) f{x, y) = a 0 x m + a 1 £ m ~ 1 H b a m9 

lessen Spitze im PunJcte (c) = (cj , . . . , c n ) liege , als eine Furiktion 
der n + 1 Argumente {x, y t , . . y n ) betrachtet, in einem Punhte 
(c, c l9 . . ,,c n ) durch ip(y) = ip(y l9 . . y n ) teilbar , so ist auch jeder 
Iloeffizieni a Jc (y) = a Jc {y l3 . . m Punhte (c l9 . . c w ) durch 
tp(y) teilbar . 

Nach Voraussetzung ist 

(2) f(x, y) =(o(x, y)y>(y), 

wo die im Punkte (y) = (c) analytische Funktion y) (y) nicht iden- 
tiseh verschwindet und co(x 9 y) eine im Punkte (c 9 c t9 . . . 9 c n ) 
analytische Funktion der n + 1 Argumente (x, y l9 . . . , y n ) ist. 
Entwickelt man co{x,y) nach aufsteigenden Potenzen von x — c: 

(3) cd(x, y) = A 0 + — c ) + A 2 (# — c) 2 + • • *, 

so sind die Koeffizienten im Punkte (y) = (c) analytische Funk- 
tionen von (y l9 ... 9 y n ). 

Andererseits lafit das Pseudopolynom f(x 9 y) eine ahnliche 
Entwicklung zu: 

(4) = Vo + M x — C ) +^ 2 (^“ <0 2 - • 

wobei die Koeffizienten fa linear und ganz von den a h ab- 
hangen, und umgekehrt sind die a 7 . ganze lineare Funktionen 
der fa. 

Indem man nun beide Seiten von (2) vermoge (4) und (3) 
durch Potenzreihen nach x — c darstellt und die Koeffizienten 
gleieh hoher Potenzen von x — c miteinander vergleicht , ergibt 
sieh, daB die fa samtlich durch yj(y) teilbar sind, und mithin 
sind es auch die a 7c . 

Definition. Sei 


f(x, y ) = a 0 x m + diX™- 1 4 \- a m 
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ein Pseudopolynom, dessen Spitze im Punkte (c) = (c l9 . . ., c m ) 
liege. Dann moge f(x,y) primitiv heiBen, wenn die Koeffizienten 
a k = a k (y) nicht samtlich durch eine in der Spitze verschwindende 
Punktion ip(y) = y)(y l9 . . ., y n ) teilbar sind. 

Damit f(x 9 y) primitiv sei, ist notwendig nnd hinreichend, 
daB f(x,y), als Punktion der n+1 Argument e (x, y ± , . . ., y n ) 
betrachtet, in keinem Punkte (b 9 c l9 . . ., c n ) durch eine in der 
Spitze (c l9 . . ., c n ) verschwindende Punktion %p{y) =y>(y l9 . . y n ) 
teilbar sei. 

Der Definition zufolge kann ein primitives Pseudopolynom 
nicht identisch verschwinden. Ist dasselbe insbesondere vom Grade 
0, so darf es in der Spitze uberhaupt nicht verschwinden. 

Zusatz. Ist f(x, y) ein nicht identisch verschwindendes Pseudo- 
polynom, so lafit sich f in ein Produkt zweier Pseudopolynome mit 
gleicher Spitze zerlegen: 

f{x,y) =ip(y)g(x,y), 

wobei das erste vom Grade null und das zweite primitiv ist. 

Ist namlich / nicht schon primitiv, so wird ip(y) der groBte 
gemeinsame Teiler der Koeffizienten von / sein. 

2. Hilfssatz. Ist das Produkt zweier Pseudopolynome 
/(*, y) <p(x, y) 

mit gleicher Spitze ( c ) durch eine in ( c ) irreduktible Funktion yj(y) 
in einem Punkte (c 9 c ± , . . . , c n ) teilbar, so ist mindestens einer der 
beiden Faktoren im Punkte (c, c l9 . . c n ) durch y(y) teilbar. 

Der Beweis stimmt mit dem Beweise des entsprechenden 
Satzes fur gewohnliche Polynome genau iiberein; vgl. Bocher, 
Algebra, Nr. 78, 2. Satz. 

Uber die Division. Seien f(x, y) und <p(x, y) zwei Pseudo- 
polynome mit gleicher Spitze, wovon das zweite von positivem 
Grade 1 ) sei: 

(5) cp{x, y) = b 0 x* + b^" 1 H f- b 99 

boiVi, • • Vn) ^ 0, °<*- 

1) Es genugt hier zu verlangen, daB <p(x, y) nicht identisch verschwinde. 
0 s g o o d , Funktionentheorie. 11,1. 2. AufL 7 
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Dann besteht zwischen / nnd cp eine Eelation von der folgenden 
Form: 

(6) P(y)f(x,y) =Q(x, y) q>(x, y) + B(x, y). 

Hierbei bedeuten P(y), Q(%,y) und B(x,y) Pseudopolynome 
mit namlicher Spitze (c), wovon das erste vom nullten Grade ist, 
wahrend das letzte entweder von niederem Grade als cp ist oder 
aber identisch verschwindet. Endlich sind P, Q, B durch kein 
in (c) verschwindendes Pseudopolynom nullten Grades gleiehzeitig 
teilbar. 1 ) 

Yerschwindet b Q in (c) nickt, so kann man P(y) =1 setzen. 
Im anderen Falle wird dies im allgemeinen nicbt moglich sein. 
Dann werden sich aber die irrednktiblen Faktoren von P{y) unter 
den irrednktiblen Faktoren von b 0 (y) finden. 

Sei 

(7) Pi(y) f(x, y) = Qi(x, y) <p(x, y) + B x (x, y) 

eine zweite Eelation von derselben Besckaffenheit. Indem man 
aus (6) und (7) die Identitat 

o =lPi(y)Q(%>y) — P(y) Qi(x,y)]<p(x>y) 

+ lPi(y)R(v,y)-~P(y) P-i (»,«/)] 

ableitet, schlieBt man darans zunEchst, dab jede der eckigen 
Klammern identisch verschwindet. Hieraus ergibt sich dann, daB 
P(y) und Pi (y) miteinander Equivalent sind, sowie ferner, daB 
B(x,y) und B 1 (x } y) entweder beide miteinander Equivalent sind 
oder aber identisch verschwinden; dasselbe gilt auch von Q(x, y) 
und Q x (x, y ). 

Von der algebraischen bzw. analytischen Teilbarkeit. Wir stehen 
jetzt zwei verschiedenen Auffassungen der Division gegeniiber. 
a) Es liegt namlich nahe, / als durch cp teilbar zu erklEren, falls 

P{y)=l, R(x,y)= 0 

ist, so daB also 

(8) f(x, y) = Q(x, y) cp{x, y) 

wird. Dabei ist Q(x,y ) ein Pseudopolynom mit gleicher Spitze (c). 
Unter diesen Bedingungen werden wir sagen, das Pseudopolynom 
/O, y) ist durch das Pseudopolynom cp{x,y) algebraisch teilbar . 


1) Bbcher, Algebra , Nr. 63, 2. Satz, sowie Nr. 78, Aufgabe. 
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b) Andererseits fordert die fruhere Definition der Teilbarkeit 
in einem Punkte nur, daB 

(9) f(x,y) =Q(x, y)<p{x,y) 

sei, wobei D,(x,y) sich im Punkte (c, c l9 . . c n ) anaiytisch ver- 
halt. Im Gegensatz zu der soeben unter a) eingefiihrten Definition 
wollen wir letzteres Verhalten dadurch ausdriicken, daB wir sagen, 
f(x, y) ist durch <p{x,y) im Punkte (c, c lf . . ., c n ) anaiytisch ieil~ 
bar . 

Ist f(x,y) durch cp{x,y) algebraisch teilbar, so ist / stets 
durch op im Punkte [c, c l9 . . . , c n ) anaiytisch teilbar, wie auch im- 
mer c angenommen werden moge. Das Umgekehrte trifft aber 
nicht immer zu, wie das Beispiel zeigt: 

f(x,y)=x — y, cp(x, y) = (yx — l)(x — y). 

Hier ist zwar / durch cp in jedem Punkte {x, y) = {c, 0) anaiytisch 
teilbar, nicht aber algebraisch teilbar. Es gilt der folgende Satz. 

1. Satz. Damit das Pseudopolynom f(x,y) durch das mil 
gleicher Spitze behaftete Pseudopolynom cp(x, y) algebraisch teilbar 
sei, genicgt, da/5 die Funktion f(x,y ) in jedem Punkte eines 
bestimmten, im ubrigen beliebig schmalen Zylinderbereiches 

%: \x\<oo, \yjc — c k \ <h, 

durch die Funktion <p(x, y) anaiytisch teilbar sei . 

In der Tat wird durch den Bruch 

f&,y) 

<p(v>y) 

eine Funktion Q(x, y) definiert, welche sich in % zunachst bis auf 
die dort befindlichen Nullstellen von cp(x, y) anaiytisch verhalt. 
Solche Punkte liefern aber zufolge der Voraussetzungen des Satzes 
nur hebbare Singularitaten, und daher laBt sich Q(x,y) nach 
alien endlichen Stellen von % hin anaiytisch fortsetzen. 

Entwickelt man Q{x,y) nach aufsteigenden Potenzen von x: 

Q(x, y) = e 0 + e x x + e 2 x 2 H , 

wobei also die Koeffizienten e h {y x , . . y n ) sich im Zylinderbereich 

©: \Vi-0i\ch, 

< 7 * 
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analytisch verhalten, so wird diese Reihe fiir jeden solchen Punkt 
(: y ) nnd fiir all© Werte von x, also im ganzen Bereiche % f konver- 
gieren. 

Daraus schlieBt man aber, daB die Reibe mit einer endlichen 
Anzahl yon Gliedern abbrechen muB. In der Tat sei (y r ) ein Punkt 
von in welchem fc o (j/0 + O isl* Dann kann man ( y ') mit einer 
ebenfalls in @ gelegenen Nachbarschaft a umgeben, derart, daB 
fiir all© Pnnkte von a 

9 < I K(y) I 

bleibt, wo g eine positive Konstante bedeutet. DemgemaB liegen 
die entsprechenden Wurzeln von <p(x,y ) im Endlichen, so daB 
also fiir alle Punkte von a und fiir all© Werte x 9 wofiir nur 

G < | x |, G — pos. Konst., 

ist, die Punktion 

= 4 f + • * • * 

endlich bleibt. Dieser Sachverhalt ist aber nur dann moglich, 
wenn identisck 

e k (yi, • • y n ) = 0, m — f<k, 

ist. — Ist m < p, so sehlieBt man in ahnlicher Weise, daB f(x, y) 
identisch verschwindet. 

Hiermit hat sich nun ergeben, daB Q(x, y) ein Pseudopoly- 
nom ist, dessen Spitze in (c) liegt, und der Beweis ist fertig. 

Ausgezeichnete Pseudopoly nome . Eine fiir die Edge wichtige 
Klasse von Pseudopolynomen sind solche, wie sie beim Vorberei- 
tungssatze bereits aufgetreten sind. Ist namlich 

/(a, y) = a Q x m + a^™- 1 b a m , 

wobei a k (y x , . . ., y n ) sich im Punkte ( y ) = (c l9 . . ., c n ) analytisch 
verhalt und auBerdem 

0 < m, u o (c)=}=0, a k (c) = 0, k=i, 

ist, so moge f{x,y ) ein ausgezeichnetes Pseudopolynom heiBen. 

Ein ausgezeichnetes Pseudopolynom ist stets primitiv. Ein 
solches Pseudopolynom hat offenbar auch die Eigenschaft, daB es 
zu einem beliebig kleinen positiven e eine positives d gibt, derart, 
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dafi samtlicke Wurzeln von / an die Ungleichung 

| x | < £ 

gekniipft sind, sobald nnr 

j Ui j < ^L S 5 i = l, a, 

genommen wird. 

2. Satz. Zerfdllt ein ausgezeichnetes Pseudopolynom in das 
Produkt zweier Pseudopolynome , so ist jeder Faktor auch ein aus- 
gezeichnetes Pseudopolynom . 

Der Beweis ergibt sick ohne Sckwierigkeit. 

3. Satz. Ist das Pseudopolynom f(x 9 y) durch ein ausgezeich- 
netes Pseudopolynom <p(x,y) mit gleicher Spitze (c) im Punkte 
(0 ,c l9 ...,c n ) analytisch teilbar , so ist f auch durch <p algebraisch 
teilbar . 

In der Tat werden hier alle Yoranssetznngen des 1. Satzes in 
einem geeigneten Zylinderbereicke 

\ x \ < oo, | yi — Ci\<d, *= 

erfiillt. Liegen namlick die Wurzeln von <p(x 9 y) 9 wofiir 

I Vi — c € | < d 

in einem Bereicke | x | < s 9 so kann man <5 und s nock so 
waklen, dak der Bereick 

| x | < e 9 IVi — Ci | < <5, 1 = 1,2,..., 7i, 

in demjenigen Bereick liegt, wofiir die genannte analytiscke Teil- 
barkeit gilt. Im Bereicke | x | ^ &, | Vi — g* | < 8, ist aber f(x 9 y) 
sicker durck <p(x 9 y) analytisck teilbar, da <p(x 9 y) dort ja gar 
nickt versckwindet. 

Zusatz. Ist auch f(x 9 y) ein ausgezeichnetes Pseudopolynom, 
so wird der Quotient entweder ein ausgezeichnetes Pseudopolynom 
oder ein primitives Pseudopolynom 0 -ten Grades sein. 

4. Satz. Sei 

F{x, y) = w m + H b A m 

ein algebraisch irreduktibles 1 ) Pseudopolynom. Dann fallen alle 
Wurzeln in der Spitze zusammen . 

Der Beweis ergibt sick sofort aus dem Vorbereitungssatze 
nebst dem 8. Satze. 


1) Vgl. § 7. 
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§ 6. Der Algoritlinms des groBten gemeinsamen Tellers. 

Der Eublidische Algorithmus des groBten gemeinsamen Teilers 
gilt hier ohne wesentliche Modifikation. Seien f(x,y), <p(x,y) 
zwei Pseudopolynome vom Grade m bzw. p, und sei 0 < p m. 1 ) 
Nach §5 ergibt sioh dann (vgl. Bocher, a. a. 0. Nr. 74):. 

P-i(y)f(z,y) =Q 0 (x,y)<p(x,y) + B i ( x >v)> 

P<s(y) <p(x, y ) = Qi(x, y) B t (x, y) + B t (x, y), 

(1) Pi (y) B^x, y ) = Q 2 {x, y) B 2 { x, y) + B 3 (x, y), 


p,-M y) = Q 9 - i( x > y) y) + y)’ 

P f _i (y) B q _ 1 (x, y) = Q s (x, y) B r) (x, y) + B„ +1 (y), 

wobei P k {y), Q k (x,y) und R k (z,y) Pseudopolynome bedeuten, 
wovon kein P und kein Q identiscb versebwindet, und wobei 
auBerdem P*_ a , Q k , B h+1 dureh kein in der Spitze (e) ver- 
sclrwindendes Pseudopolynom 0-ten Grades gleichzeitig teilbar sind. 

Verschwindet B-i(x, y) identisch, so schlieBt die Reihe schon 
mit der ersten Gleichung. Im anderen Falle ist der Grad von 
B 1 (x, y) niedriger als derjenige von q>{x,y); usw. 

Definition. Unter einem algebraischen gemeinsamen Teiler 
zweier Pseudopolynome f(x,y) und cp(x,y) versteben wir ein 
Pseudopolynom von positivem Grade und gleicber Spitze, welcbes 
beide teilt. Unter einem algebraischen grofiten gemeinsamen Teiler 
verstebt man einen algebraischen gemeinsamen Teiler vom Maximal- 
grade. Da es sicb bei den nacbstebenden Untersucbungen nur um 
die algebraiscbe Teilbarkeit bandelt, -werden wir der Einfachbeit 
balber das Wort algebraisch in der Regel fortlassen. 

1. Satz. Damit f(x, y) und q>(x,y) einen gemeinsamen Teiler 
haben, ist notwendig und hinreichend, dafi 

p$+i (.y) = b- 

1) Ist 0 < m < p, so hat der Algorithmus sogar in gleicher Gestalt noch 
statt, wobei nur P-. x (y) — 1 , Q 0 (x,y) = 0, R x (x, y) = f(x, y ) wird. Dureh die 
zweite Gleichung (1) werden dann die Bollen von / und <p vertauscht. Es^ tragt 
jedooh zur Erleichterung des Verstandnisses bei, wenn die Aufmerksamkeit nur 
auf den einen typischen Pall gelenkt wird. 
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§ 7. Yon der Beduktibilitat 

Der Beweis fur den entsprechenden Pall eigentlieher Poly- 
nome gilt hier unverandert ; Bocher, a. a. 0., § 74, 1. Satz. 
Audi der daselbst befindliche 2. Satz nebst Beweis bleibt hier in 
Kraft. Er lautet fur den gegenwartigen Pall, wie folgt. 

2. Satz. Ist B Q+1 (y) = 0 und setzt man 

%A X > y ) = s (y) y ) 9 

wo S(y) 9 G{x,y) Pseudopolynome mm 0 -ten bzw . von positivem 
Grade sind, und G{x, y) aufierdem primitiv ist , so wird G(x, y) der 
grofite primitive gemeinsame Teiler von f(x 9 y) und cp(x, y) sein. 

Wir bemerken noch, daB die vorstehenden Satze gewisser- 
maBen aueh im GroBen gelten. Sei namlich % ein willkurlicher 
Bereich des Baumes der Yariabelen (y l9 . . . , y n ) , und seien die 
Koeffizienten von f(x 9 y) 9 <p(x,y) analytiseh in £. Dann gilt die 
Relation (6) von § 5, sowie die Relationen (1) des gegenwartigen 
Paragraphen, allgemein, wo x willkurlich und (y) irgendein Punkt 
von X ist, und das entsprechende hat auch statt fur die spateren 
Beziehungen, wie z. B. fur (2). 

Aufgabe. Man beweise folgenden Satz. Damit zwei Pseudo- 
polynome, je von positivem Grade, keinen gemeinsamen Teiler 
besitzen, ist notwendig und hinreichend, daB eine Relation von 
folgender Porm bestehe: 

(2) Fix, y ) f(x, y ) + &(x, y) cp(x, y) = R(y), 

wobei F(x,y) } &(x,y ), B(y) Pseudopolynome mit gleicher Spitze 
sind und auBerdem 

B(y) ^ 0 . 

Beispiel. f(x,y)=x* — y 1 , <p(x, y) = x 2 — y 2 , F(x f y) = 1, 
0(x 9 y)= — l 9 B(y) =y 2 — y 1 . 

§ 7. Von der Beduktibilitat. 

Ein Pseudopolynom f(x,y) von positivem Grade moge alge- 
braisch reduktibel heiBen, falls es sich in das Produkt zweier sol- 
chen Pseudopolynome mit der namlichen Spitze zerlegen laBt. Es 
ist klar, daB f(x,y ) sich mindestens auf eine Weise in der Porm 
darstellen laBt: 

f(x,y) =Ky)[fi(x,y)T 1 ---Ui(x>y)f 1 ’ 
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wo f(y) ein Pseudopolynom nullten Grades und f k (x, y) ein 
irreduktibles primitives Pseudopolynom von positivem Grade mit 
der namlichen Spitze bedeutet. 

Sieht man zwei Paktoren als im wesentlichen identisch an, 
wenn sie miteinander aquivalent sind, so kann man folgenden Satz 
aussprechen. 

1. Satz. Ein Pseudopolynom von positivem Grade la fit sich 
auf eine und im wesentlichen nur auf eine Weise algebraisch zerlegen: 

f(x,y) = f(y) y)] Xl • • • [M x, »)]*«, 

wohei f(y) ein Pseudopolynom vom Grade 0 und f k (x 9 y) ein irre - 
duktibles primitives Pseudopolynom von positivem Grade mit der 
namliclien Spitze bedeuten. 

Der Beweis beruht auf folgendem Hilfssatze. 

Hilfssatz. Seien f(x 9 y) 9 g(x 9 y) 9 <p(x,y) drei Pseudo - 

polynome mit gleicher Spitze , wovon das dritte von positivem Grade , 
primitiv und irreduktibel ist, und sei f(x 9 y ) nicht durch <p{x 9 y) 
algebraisch teilbar. 1st nun f{x,y)g{x,y) durch <p(x,y) alge- 
braisch teilbar, so ist g{x 9 y) durch <p(x 9 y) algebraisch teilbar . 

Der Beweis wird geradeso gefuhrt wie im Falle eigentlicher 
Polynome, und zwar sowohl mittels des Algorithmus des groBten 
gemeinsamen Teilers als auch auf Grand der Identitat (2), § 6. 

Ausgezeichnete Pseudopolynome . Fur solcbe Pseudopolynome 
bestehen folgende Satze. 

2. Satz. Damit ein ausgezeichnetes Pseudopolynom f(x,y) mit 
der Spitze (c L , . . . , c n ) algebraisch irreduktibel sei , ist notwendig und 
hinreichend, dafi dasselbe im Sinne von § 4 im Punkte (0, c l9 . . c n ) 
analytisch irreduktibel sei . 

Die Bedingung ist notwendig. Ware namlich 
f(x, y) = cp(x, y ) y>(x, y), 

wobei (p und yj beide im Punkte (0, c 1? . . c n ) analytisch sind und 
dort verschwinden, so ware sicher 

cp(x, c ) =f= 0, 

da sonst auch f(x, c ) identisch verschwinden miiJBte. Wir diirfen 
nun <p(x, y), mit Riicksieht auf den WeierstraBschen Vorberei- 
tungssatz, als ein ausgezeichnetes Pseudopolynom annehmen. Nach 
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§ 8. Beweis des Hauptsatzes. Weitere Satze 

dem 8. Satze nebst Zusatze von § 5 erweist sich dann ip(x , y) 
auch als ein ausgezeichnetes Pseudopolynom, und Hermit ist dieser 
Teil des Satzes bewiesen. 

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Zerfallt namlich 
f{x, y) in das Produkt zweier Pseudopolynome, je von positivem 
Grade, so wird jeder Paktor nach dem 2. Satze, § 5, auch ein 
ausgezeichnetes Pseudopolynom, was eben die analytische Zerleg- 
barkeit von f(x,y) nach sich zieht. 

Darnach kann man im Falle eines ausgezeichneten Pseudopo- 
lynoms schlechtweg von der Irreduktibilitat reden, da sich die 
analytische und die algebraische Irreduktibilitat hier eben decken. 

8. Satz. Verschwindet ein ausgezeichnetes Pseudopolynom f(x,y) 
mit der Spitze (c x , . . . , c n ) fur alle in der Nahe der Stelle 
(0 , c x , . . . , c n ) gelegenen Stellen , wofiir ein irreduktibles ausge- 
zeichnetes Pseudopolynom <p(x , y) mit gleicher Spitze verschwindet , 
so ist f{x,y ) durch cp(x, y) teilbar . 

Ware der Satz nicht richtig, so ziehe man die Eelation (2), 
§ 6, heran. Dann kann man (y) = (y') so wahlen, daB einerseits 
B(y') 4=0 ist, wahrend andererseits <p(x,y') eine Wurzel x = x' 
zulaBt, derart, daB der Punkt (x% y') in der genannten Umgebung 
liegt. Da nun auch /($', y') = 0 ist, so ist man hiermit zu einem 
Widerspruch gefiihrt. 

Diesem letzten Satze kann man noch eine allgemeinere For- 
mulierung erteilen. Der vorstehende Beweis reicht auch fur diesen 
Fall hin. 

4. Satz. Seien f{x 3 y) und cp{x,y) zwei ausgezeichnete Pseudo - 
polynome mit gleicher Spitze (c), wovon das zweite irreduktibel ist. 
Dabei sollen samtliche Koeffizienten im Bereiche 

§• | Vi | < hii 

analytisch sein. Ist ( x ° , y°) eine Nullstelle von (p> wo (y°) in § 
liegt , und verschwindet fernerhin f in jedem Punkte einer gewissen 
Umgebung von ( x ° , y°) f in ivelchem cp verschwindet , so ist f durch (p 
algebraisch teilbar . 

§ 8. Beweis des Hauptsatzes. Weitere Satze. 

Wir sind nunmehr in der Lage, den Beweis des Hauptsatzes, 
§ 4, zu erbringen. Der Satz ist, wie bereits bemerkt, invariant 
gegeniiber einer ganzen nicht-spezialisierten linearen Transformation 
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aller Argumente. Vermoge einer soldi en Transformation laBt 
sich nun F(z 1} . . z n ) in eine Funktion uberfiihren, wor- 

auf der Vorbereitungssatz anwendbar ist: 

F (%>••• ,*0 = %( x >y) =f(x,y)£3(x,y), 

wobei dem Punkte (; z ) = (a) der Anfang (x,y) =(0,0) entspricht 
und f(x 9 y) ein ausgezeichnetes Pseudopolynom ist. 

Zerlegt man bier f(x,y) in irreduktible Faktoren, so ergibt 
sich damit der Beweis des ersten Teiles des Satzes — daB nam- 
lich mindestens eine Zerlegung in irreduktible Faktoren moglich 
ist. 

Nehmen wir nun an, es seien zwei derartige Zerlegungen vor- 
gelegt : 

F z n ) = [F 1 (z 1 , . . ., * • • [Fi (#1 j • • •? 2ti)Y 1 

” • • - j * • • [0-fcl, * • 

Vermoge einer geeigneten linearen Transformation kann man dann 
erreichen, daB jeder dieser Faktoren in eine Funktion iibergeht, 
worauf der Yorbereitungssatz anwendbar ist. Daraus ergibt sich, 
daB die transformierte Funktion folgende Darstellung zulaBt: 

%( x > y) = [h(x, y )! 1 • • • 2/) 

= 2/)? 1 - • • $/)]"»* X (a, y), 

wobei jede Klammer ein ausgezeichnetes Pseudopolynom umfaBt, 
und J2, X im Anfang nicht versekwinden. 

Aus der Gleichung 

y )}' 1 • • • »)?“ = y)] 2 * • • ■ Ui( x > y)Y l 

schliefit man weiter mit Hilfe des 3. Satzes von § 5 nebst dem 
Zusatze, daB ~~ nicht von x abhangt, und da auBerdem die- 
ser Bruch im Anfang nicht verschwindet, so steht auch rechter 
Hand ein ausgezeichnetes Pseudopolynom. Jetzt braucht man 
nur noch den 1. Satz von § 7 heranzuziehen, und der Beweis ist 
fertig. 

Aus den voraufgehenden Entwicklungen ergeben sich noch 
die folgenden Satze. 

1. Satz. Ist F(z l9 ..., z n ) im Punkte (a) analytiseh und ver- 
schwindet F in jedem Punkte einer bestimmten Dmgebung von (a). 
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in welchem eine in (a) irreduktible Funhtion 0{z x , . . z n ) ver- 
schwindei, so ist F im Punkte (a) durch 0 teilbar . 

1. Zusatz. Sind F(z 1} . . z n ) und 0(z l3 . . ., z n ) zivei im 
Punkte (a) irreduktible Funktionen und ist jede in einer besiimmten 
Umgebung von (a) belegene Wurzel der einen Funktion auch eine 
Nullstelle der anderen, so sind die beiden Funktionen im Punkte (a) 
miteinander aquivalent. 

2. Zusatz. Sind F(z ly . . ., z n ) und 0{z t , . . ., z n ) zwei im 
Punkte ( z ) = (a) analytische Funktionen , wovon keine identisch ver- 
schwindet , und versclmindet F in jedem Punkte der Umgebung von 
(a), in welchem 0 verschwindet, so ist F durch jeden irreduktiblen 
Faktor von 0 teilbar. 

Dem 1. Satze kann man noch eine allgemeinere Formiilierung 
erteilen. 

2. Satz. Seien F(z l9 . . z n ) und 0(z 1} . . z n ) beide im 
Punkte (a) analytisch, und sei 0 dort auch irreduktibel. Gibt es 
dann in einer . beliebig kleinen Umgebung der Stelle (a) einen Null - 
punkt (a') der Funktion 0 der art, dafi F in jedem Punkte einer 
geivissen Umgebung von (a') verschwindet, in welchem 0 ver- 
schwindet, so ist F im Punkte ( a ) durch 0 teilbar. 

Entsprechende Erweiterangen haben auch fur die Zusatze 
statt. 

§ 9. Yon der Resultante und der Diskriminante. 

Seien f(x,y) und <p(x,y) zwei Pseudopolynome je von posi- 
tivem Grade und gleicher Spitze (c l3 . . c n ) — (c), und sei der 
Koeffizient des hochsten Gliedes eines jeden im Punkte (c) von 0 
verschieden. Wir bilden fur dieselben den Euklidischen Algorith- 
mus des groJBten gemeinsamen Teilers und bezeichnen den letzten 
Eest mit B i)+1 (y). Derselbe verhalt sich analytisch in (c). 

Unter der Resultante von / und cp wollen wir die Funktion 
Rq+i (if) verstehen. Jede andere Funktion, welche in (c) mit 
Rq+ i(y) aquivalent ist, darf auch als die Resultante angesehen 
werden. Wir driicken ein fruheres Resultat bloB in neuer Form 
durch folgenden Satz aus. 

1. Satz. Damit die genannten Pseudopolynome f{x,y) und 
9 o{x,y) einen gemeinsamen Teiler haben , ist notwendig und hin- 
reichend, dafi Hire Resultante identisch verschwindet 
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Auf den Fall, daB die Eesultante nicht identisch verschwindet, 
gehen wir nnten in § IB naher ein. 

Die Dishriminante . Sei f(x,y) ein Pseudopolynom, dessen 
Grad mindestens 2 betragt, und sei der Koeffizient des hochsten 
Gliedes desselben in der Spitze von 0 verschieden. Unter der 
Diskriminanfe D(y) verstehen wir dann die Eesultante von 

f(x,y) und f x (x, y) = -X- 

2. Satz. Sei f(x,y ) ein Pseudopolynom der genannten Art, 
dessen Dishriminante D(y) nicht identisch verschwindet, und sei 
( y ') eine Stelle, wofur D(y')=^ 0 ist Dann hat f(%,y') lauter ge- 
trennte Wurzeln. 

8. Satz. Damit zwei der irreduhtiblen Faktoren , woraus ein 
zerfallendes ausgezeichnetes Pseudopolynom f($, y) mit der Spitze 
in (c) besteht , im Punhte (0 ,c l9 ...,c n ) miteinander aquivalent 
seien , ist noiwendig und hinreichend, dafi D ( y ) identisch ver- 
schwindet 

§ 10. Tiber das durcli das Verschwinden eines ausgezeiclmeten 
Pseudopolynoms definierte Gebil&e. 

Gegeben sei die Gleichung 

(1) F(w, %, . . z n ) ss w m + A^™- 1 -f 1-4= 0, 

wobei F ein irreduktibles Pseudopolynom bedeutet, dessen Spitze 
im Anfang liegt und dessen Koeffizient en A k sich in jedem 
inneren und Eandpunkte des Bereiches 

S: | z i | < h, 

analytisch verhalten. Der Einfachheit halber setzen wir noch 
voraus, daB F ausgezeicknet sei, da dies ja durcli eine Trans- 
formation w' = w — b zu erreichen ist. Aus dem Bereicbe S heben 
wir die Punkte fort, in denen die Diskriminante D verschwindet: 

(2) D(z 1} . . z n ) = 0, 

und bezeichnen den dadurch entstehenden Bereich mit T. Sei 
ein beliebiger Punkt von T. Dann gibt es nach 
Kap. 1, § 6, eine bestimmte innerhalb T gelegene Umgebung 
dieses Punktes: 

(3) \x t — a t \<3, 


i— 1 
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derart, daB die den Punkten desselben entsprechenden m Werte 
yon w sich zu m daselbst analytisch en Funktionen w l9 ...,w m 
zusammenfassen lassen. Und nun behaupte ich: Jede dieser Funk- 
tionen lafit sich langs eines geeigneten innerhalb T gelegenen Weges 
in jede andere derselben analytisch jortseizen . 

Zum Beweise gehe man etwa von w 1 aus und setze man die- 
ses Funktionselement auf beliebigen innerhalb T gelegenen Wegen 
analytisch fort. So werden den Punkten von T je k getrennte 
Funktionswerte zugeordnet, und zwar lassen sich dieselben in der 
Nahe einer beliebigen Stelle von T stets zu k daselbst analyti- 
schen Funktionen zusammenfassen. In der Nahe der Ausgangs- 
stelle (a) mogen diese Funktionselemente w l9 ...,w k heiBen. Es 
kommt jetzt darauf an, zu zeigen, dafi k = m ist. 

Wird dies nicht zugestanden, so bilden wir die symmetrischen 
Ausdriicke 

_ P x = Wl + w 2 -j b u>k3 

P 2 = Wl w 2 + w x w 3 + b Wjc- x w b . 


± Pk = W X W 2 * • • Wjc- 

Wie man sieht, verhalt sich jedes P i im Punkte (a) analytisch 
und laBt sich auch in jeden Punkt von T analytisch fortsetzen. 
Des weiteren bleibt P i eindeutig und endlich 1 ) in T. Nach dem 
erweiterten Eiemannschen Satze betreffend hebbare Unstetigkeiten, 
Kap. 3, § 3, laBt sich P 2 - somit auch in die Punkte des Gebildes 
(2) analytisch fortsetzen. Darum verhalt sich P i im ganzen 
Bereiche S analytisch. 

Bildet man jetzt die Funktion 

(4) (w — w x ) (w — w 2 ) . . . (w — w k ) =w k + P-lW 10 - 1 + f P k , 

und bezeichnet man mit &(w, z n ) denjenigen im Anfange 

irreduktiblen Teiler dieses Pseudopolynoms, welcher im Punkte 
a w ) verschwindet, wo b den Wert des Funktionsele- 

1) DaB die Wurzeln von (1) im Bereich S endlich bleiben, erkennt man, 
wie folgt. Sei w=\ |=0 eine dieser Wurzeln, und man setze w' = 1/id. Dann ge- 
niigt w' der Gleichung 

1 + A 1 w'-{ [> A m w' m = 0. 

Da nun die Koeffizienten endlich bleiben, so kann | w' | offenbar nicht be- 
liebig klein werden. 
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merits w 1 im Punkte (a) bedeutet, so erkennt man, daB F in 
jedem Punkte (w , z lf . . . , z n ) der Umgebung von (6, a l9 . . a n ) 
verschwindet, worm 0 verschwindet. Nach clem letzten Satze 
von § 8 muB F clemnach im Anfange durcb 0 teilbar sein. 
Dies verstoBt aber gegen die Voraussefazung, daB F irreduktibel 
sei, denn der Grad von 0 ist nicht holier als fc, also sicker 
kleiner als m. 

Auf Grund des soeben erkaltenen Resultates erkennt man, 
claB die Stellen (w, z n ), wobei (z X) . . z n ) beliebig innerhalb 

S gewahlt wire! mid w eine willkiirliche Wurzel von (1) bedeutet, 
eine zusammenhangende Mannigfaltigkeit bilden. Dieselbe wollen 
wir als ein ; pseudoalgebraisches Gebilde bezeichnen. Sie wird auch 
als ein Element eines analytischen Gebildes n-ter Stufe im Baume 
von u + l Variabelen benannt; vgl. §27. Allgemeiner bezieht sick 
letztere Bezeiehnung auch auf jede Mannigfaltigkeit, welche aus 
einem den Anfang entkaltenclen Stiicke derselben durch eine 
nicht-singulare lineare bzw. umkekrbar eindeutige analytische 
Transformation hervorgekt. 

Gewdlmliche und reguldre Stellen. Fiir spatere Zwecke sind 
folgende Klassifikationen von Wichtigkeit. Ein Punkt (V, z {, . . ., +) 
des Gebildes (1) keiBt eine gewdlmliche Sidle desselben, falls die 
Diskriminante D z n ) im Punkte #') nicht ver- 

schwindet : 

D(z[ > * * z h) + 0. 

Ist es moglick, jedem Punkte (z) einer bestimmten Nachbar- 
schaft eines Punktes (z') = (z[ , . . z' n ) eine Wurzel w von (1) zu- 
zuordnen, derart, daB diese Werte eine im Punkte (z f ) analytische 
Punktion bilden, und bezeichnet man den Wert der Funktion im 
Punkte (&') mit w f , so heiBt der Punkt (w' 3 z [ , . . . , z'J , sofern er 
als ein der genannten Funktion zugehoriger Zaklenkomplex be- 
trachtet wird, eine reguldre Stelle des Gebildes (1). 

Jede gewohnliche Stelle ist offenbar auch eine regulare Stelle. 
Das Umgekehrte trifft indessen nicht stets zu. So ist beispielsweise 
beim Gebilde 

z 2 — x 2 y = 0 

jede Stelle (%, y, z) = (0, b, 0), wobei & + 0 ist, eine regulare, 
nicht aber eine gewohnliche Stelle des Gebildes. 
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§ 11. Vom zugeliorigeii Riemannsclieii Raume. 

Wir wollen jetzt beweisen, daB iiber eine 2n-dimensionale 
Umgebung der Stelle {z) — (0) ein m-blatteriger Eiemannscher 
Raum ausgebreitet werden kann, worm die m Bestimmungen der 
Punktion w eindeutig und stetig verlaufen. 

Sei A(z l9 ...,z n ) das Produkt der im Anfange irreduktiblen 
Paktoren von Z), (2), jeden nur einmal gezahlt. Naehdem man 
notigenfalls eine lineare Transformation anf die %,..., z n aus- 
geiibt hat, kann man A als ein ausgezeicknetes (aber nicht 
notwendig irreduktibles) Pseudopolynom voraussetzen, womit denn 
das Gebilde D = 0, wie folgt, dargestellt wird : 

*n=V, Zjc = h, A = 1, 2, . . M /i — 1 = r, 

(5) A' = rf + H f y„{£) = 0. 

Sei G eine positive Zahl, und sei G' eine zweite an die Rela- 
tion 0 <G' <G gebundene Gro.Be. Dann moge h so angenom- 
men werden, daB, sobald nur (!) ein Punkt des Bereiches 

0* : j j h 9 7c = 1, 2, r, 

ist, alle dem Punkte (!) entsprechenden Wurzeln von (5) der Be- 
dingung 

\v\< G 

geniigen. Im iibrigen mogen G f h so klein angenommen werden, 
daB die Koeffizienten von F sich alle im Bereiche \rj\ <G, 

| !& ] < h analytisch verhalten. — Den Zylinderbereich 

t: \rj\<G, |!*| <h, 

wollen wir nun so aufschneiden, daB das dadurch resultierende Ge- 
biet r' ein Blatt des zu konstruierenden Riemannschen Raumes 
abgibt. 

Sei (!) ein beliebiger Punkt von a, und seien rf, rj", . . . , 
die entsprechenden Wurzeln von (5). Dann liegen die Punkte rf h ) 
alle im Kreise | rj | < G\ Yon jedem dieser Punkte ziehen wir eine 
Parallele zur imaginaren Achse bis auf den 
Kreis | rj ] = G herunter. Setzt man namlich 

rj = u + vi, rjW = vf® + 

! = + ti , — ]/& 2 — <t <* , 

so werden die Punkte f die genannten Streeken 
durchlaufen. 
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Jetzt heben wir aus dem 2?&-dimensionalen Bereiche r die 
(2w— l)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit { (£, g ± , . . . , £ r )} 
fort. Dann bilden die zuruchbleibenden Punkte (rj, | 1? . . g r ) von 
r einen linear einfach zusammenhangenden Bereich r\ 

In der Tat sei 

L: v=fW+*9W> h=f*W+i9*W> *=w, 

eine beliebige einfache geschlossene regulare, in r' verlaufende 
Kurve. Dann lafit sich L stetig anf einen inneren Punkt von 
r' zusammenziehen, obne den Rand von r' zn treffen. 

Um dies nachzuweisen, werde L, wie folgt, umgeformt. Wir 
definieren eine Kurve L' durch die Formeln: 

L' — fkW + W i 1, r; 

rj = / (A) + i{[p(A) — 0(A)] a + 0(A)} , 0 < a 1, 

0(A) = yG 2 - /(A) 2 ; 0 A ^ 1 . 

Dabei bleibt L' stets regular und einfach, und fallt fiir a = 1 mit 
L zusaminen. Indem man nun a geniigend weit gegen null ab- 
nehmen lafit, kann man erreichen, dafi die Kurve 

innerhalb des Kreisringes 

G 9 < | v | < G, 

und zwar innerhalb der oberen Halfte desselben, 0 < v 9 zu liegen 
kommt. Sei a = a Q > 0 ein Wert, wofur dies eintritt. 



Mg. 2. Mg. 3, 


Die Kurve L{ )9 welche diesem Wert von a entspricht, liegt 
aber schon in einem linear einfach zusammenhangenden Zylinder- 
bereich: 

G'<\rj\<G, 0<v; | < h, 

womit denn der Beweis erbracht ist. 
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§ 12. tlber Funktionen am pseudoalgebraischen Gebilde 

Jedem Punkte (rj, g l9 . . f r ) des Bereiches t' entsprechen 
m verschiedene Wurzeln der Gleichung (1). Nach der auf der 
Hand liegenden Verallgemeinerung des Satzes von Bd. I, Kap. 8, 
§ 10 lassen sich dieselben zu m eindeutigen in r' analytischen 
Funktionen — Zweigen — zusammenfassen. Jeder dieser Funk- 
tionen werde nun ein Blatt r' des zu konstruierenden Biemann- 
schen Baumes zugeordnet. Diese Blatter stoBen dann langs jener 
(2 n — 1) -fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zusammen und wer- 
den nun geradeso miteinander verbunden, wie im Falle n = 1. 

Dem Verzweigungspunkte im Falle n = 1 entspricht hier eine 
(2 n — 2) -fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, und zwar deckt sich 
dieselbe im allgemeinen mit dem Gebilde (5). 1 ) Es kann indessen 
vorkommen, daB ein Teil dieses Gebildes der analytischen Fort- 
setzung eines Zweiges kein Hindernis entgegenstellt. Man macht 
sich das alles klar an der Hand des Beispiels 

z 2 — z 2 y = 0 bzw. z 2 — (y + x) 2 (y — x) = 0 . 

Der soeben hergestellte Biemannsche Baum moge mit © 
bezeichnet werden. Er besteht aus einem Stiicke. Unter einem 
regularen Punkte von © verstehen wir im AnschluB an die 
Definitionen des vorhergehenden Paragraphen einen solchen, 
welcher nicht zum Verzweigungsgebilde gehort. In der Umgebung 
eines regularen Punktes verlauft das zugehorige Blatt schlicht, 
und die zugehorige Bestimmung der Funktion w verhalt sich dort 
analytisch. 

Dagegen soil (rj, $ l9 . . | r ) eine gewohnliche Stelle von © 
heiBen, falls die Diskriminante von (1) in diesem Punkte nicht 
verschwindet, d. h. A =4= 0 . 

§ 12. fiber Funktionen am pseudoalgebraisclien Gebilde. 

Den Punk ten eines irreduktiblen pseudoalgebraischen Ge- 
bildes ©: 

(1) F(w, z 1} . . z n ) = vf* + H + A m = 0, 

dessen Spitze im Anfange liegt, werden Funktionswerte W zu- 
geordnet. Dann heiBt W auf & eindeutig , falls jedem Punkte 
von © im allgemeinen ein Wert W zugeordnet wird; dabei 
bilden die Ausnahmepunkte eine Menge, deren s n )-Koor- 

1) Naheres Member findet sich unten in § 15. 

Osgood, Punktionentlieorie. II, 1. 2. Aofl. 


8 
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dinaten Punkte einer stetigen 2fc-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit bestimmen, k ^ n — 1 . 

1st (6, a l9 . . a n ) == (b, a) eine regulare Stelle von ©, so 
heiBt W analytisch in (b,a), falls die der Umgebung von (b, a) 
zugehorigen Werte von W eine im Punkte (z) = (a) analytische 
Funktion der Argumente z n bilden. 

Die Funktion nahert sich einem Grenzwerte A im Anfange, 
falls W eindeutig auf © ist und einem beliebig kleinen positiven 
s ein positives 8 zugeordnet werden kann, derart, daB 

| W — A | < e 

bleibt, sofern nur | z t \ <8, /«i, und Z | z 4 1 > 0 ist, gleich- 
viel welcher Wert W dem Punkte (z) zugeordnet wird. Sie heiBt 
stetig im Anfange, falls sie in der Nahe des Anfangs ausnahmslos 
auf © definiert ist und einem Grenzwerte zustrebt, welcher mit 
ihrem Werte dort ubereinstimmt. Ist nun (b,a) eine beliebige 
Stelle von ©, so sei F x (w f z n ) derjenige in (a) irreduktible 

Faktor von F(w, z n ), welcher dieser Stelle von © ent- 

spricht. Dann werden die Definitionen von Grenzwert und Stetig- 
keit hinsichtlich der Funktion W an der Stelle (6 , a ) erhalten, in- 
dem man bei den vorstehenden Definitionen das Gebilde jP = 0 
durch das Gebilde F 1 = 0 ersetzt. 

Insbesondere erweist sich die Funktion W — w als stetig auf 
©. In der Spitze fallen namlich samtliche Wurzeln der Gleichung 

(1) zusammen, sonst rniiBte die Funktion F(w,z) nach dem Yor- 
bereitungssatze zerfallen. Und nun folgt aus den Bntwicklungen 
von § 1, daB w im Anfange stetig ist. Mithin ist w uberall stetig 
auf ©. 

1. Satz. Jedem gewohnlichen Punkte eines irreduktiblen pseu- 
doalgebraischen Gebildes © werde ein Wert W zugeordnet , und zwar 
soil sich W dort analytisch verhalten . Bleibt W auperdem endlich 
auf @, so nahert sich W einem Grenzwerte in jeder nicht-gewohn - 
lichen Stelle von ©. Indent W an den letztgenannten Stellen noch 
durch diesen Grenzwert definiert wird, bleibt die also erganzte Funk- 
tion in den singuldren Stellen von © stetig . 

2. Satz. Die im vorhergehenden Satze betrachtete erganzte 
Funktion W genilgt ausnahmslos einer irreduktiblen pseudoalgebrai- 
schen Gleichung 

( 2 ) Y(tr,z l ,..., gn ) = W* + B 1 W*-' + .--+B P = 0 , is,. 
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Wir beweisen den 2. Satz zuerst, indem wir von einer gewohn- 
lichen Stelle (b, a l9 . . a n ) von © ausgehen und die m Werte 
von W an den m iibereinander liegenden Stellen (z) — (a) von 
@, W ± , . . W m , zu den m elementaren symmetrischen Funktionen 

W+.-' + Wn, 

Wl W 2 + • • ■ + w m _,w m> 


W,w 2 ...w m 

zusammenfassen. Jede derselben verhalt sich analytisch in (a) und 
gestattet eine analytisehe Fortsetzung zunachst Tiber den ganzen 
Bereich hin, in welchem die Koeffizienten A i (z lf . . .,z n ) sich ana- 
lytisch verhalten, bis auf die Punkte dieses Bereiches, in denen 
die Diskriminante von F(w, z 1} . . z n ) verschwindet. Da die be- 
wuBten Funktionen aber eindeutig sind und auch in diesen Punk- 
ten endlich bleiben, so haben sie dort nach dem verallgemeinerten 
Biemannschen Satze, Kap. 8, § 8 hochstens hebbare Singulari- 
taten und lassen sich somit auch in diese Punkte analytisch 
fortsetzen. 

Hiermit ist nun gezeigt, daB die einer beliebigen gewohnlichen 
Stelle (z) = (a) der Umgebung des Anfangs entsprechenden Werte 
von W einer Gleichung von der Form geniigen: 

(8) W m + Cj.W™- 1 H b C m = 0, 

wo C k (z l9 . . . , z n ) sich im Anfange analytisch verhalt. Ist diese 
Gleichung irreduktibel, so definiert sie eine Funktion, welche 
iiberall stetig auf © ist und sonach mit der vorgelegten Funk- 
tion W identisch wird. 

Im anderen Falle geniigen die der Umgebung der genannten 
Stelle ( b,a ) entsprechenden IF-Werte einer Gleichung 

(4) W*> + 4 hS, = 0, 

deren linke Seite ein irreduktibler Faktor der linken Seite von (8) 
ist. Da nun alle analytischen Fortsetzungen dieses Ausgangs- 
elements der Funktion W nach den gewohnlichen Stellen von © 
hin stets noch der Gleichung (4) geniigen miissen, so erkennt 
man, daB die linke Seite von (8) keinen irreduktiblen Faktor 
besitzen konnte, welcher mit diesem nicht Equivalent ware; vgl. 
2. Satz, § 8. 


8 * 
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In den vorstehenden Entwicklungen ist auch der Beweis des 
1. Satzes mit enthalten. 

3. Satz. Die im 1. Saize betrachtete Funktion W la fit sich in 
jeder gewohnlichen Stelle des Gebildes & durch die Formel darstellen: 


( 5 ) 


TTjT G(w, ... , Z n ) jpr __ cF ' 

F'(w,z 1} . . .,s n ) 9 dw 


Dabei bedeutet © ein Pseudopolynom hochstens wm Grade m — 1, 
welches in alien zum Gebilde © gehorigen Punkten der TJmgebung der 
Spitze von F } worin F' = 0 ist, verschwindet . 

Zum Beweise bilde man die Ausdriicke: 


( 6 ) 


+ * * * + Wn — P 0 j 

d b W m w m = P ls 


1> 

Pm-2> 


w r [‘- 1 W 1 + 


+ 


Bo 


Hierbei ist P h in alien Punkten von T (§ 10) eindeutig erklart und 
analytisch und bleibt fernerhin endlich in T. Nach dem verall- 
gemeinerten Riemannschen Satze, Kap. 8, § 8, kann P k also nur 
hebbare Unstetigkeiten in S aufweisen, und P k laJSt sich somit 
zu einer in S analytiscken Punktion von (z l9 . . z n ) erganzen. 

Indem wir uns zunachst auf die TJmgebung einer Stelle 
a n ) von T beschranken, ziehen wir die Formeln heran: 


F(w, z n ) = (w — w 1 ) (w w%) . . . (w w m ) , 

F'(w i, z n ) = — w 2 ) (w* — w 3 ) . . . (w 1 — w m ) . 

Andererseits hat man 


0 (w) = (w~~ W 2 ) (w — W 3 ) ... (w~~- W m ) 

= J ^ m “ 1 + h w m )w m ~ 2 H ± (w 2 w 3 . . . w m ) 

= + (A x + w 1 )w m ~ 2 ‘ + * • • 

= w m- 1 -f B x W m ~ 2 d 

wobei B k sich aus A 1 ,...,A m und w 1 rational und ganz zusam- 
mensetzt, und zwar ist B k vom Grade k in w 1 . Im iibrigen ist 

<P(Wj) = F r (w 1} Z l3 . - Z n ), = 0, = 
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Nunmehr werde die k- te der Gleiclmngen (6), wie angedeutet, 
mit B m _ h multipliziert, und man addiere die also modiiizierten 
Gleiclmngen zusammen. So kommt: 

K" 1 + H f- B m~ 1 )W 1 = G(w 1 , %, . . ., 2 n ), 

W = ^ ’ z i> ' ' • > z n) 

1 F'(w ly z lt . . .,z n ) 3 
wobei G ein Pseudopolynom bedeutet. 

Hiermit haben wir die in Aussicht genommene Darstellung der 
Punktion W zunachst blob fur die Umgebung einer besonderen 
gewohnlichen Stelle (b l9 a lf . • -,a n ) von © erbalten. Da nnn aber 
die Pormel eine analytiscke Portsetzung langs eines beliebigen in 
T gelegenen Weges gestattet, so gilt die Darstellung damit allge- 
mein. Im ubrigen folgt aus der Endlichkeit von W, daB der 
Zahler in jeder Nullstelle des Nenners verschwinden muB. 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, daB die Darstellung 
(5) selbst in solchen Punkten (w k , z n ), in welch en 

D(z 1} . . z n ) = 0 ist, noch gilt, sofern w k nur eine einfache 
Wurzel von F ist, da F' in einem derartigen Punkte nicht 
verschwindet, und beide Seiten der Gleichung (5) sich dort also 
analytisch verhalten. 

Die Darstellung (5) wird indessen nicht immer in alien regu- 
laren Punkten von © gelten, da es eben vorkommen ”kann, daB 
zwei Mantel der Hyperflaehe (1) einander durchsetzen, ohne dabei 
verzweigt zu sein, nach Art der Kurve 

J /2 — x 2 (l + x) 

im Anfang. 

Es liegt die Vermutung nahe, daB W sich auch in der Porm 
eines Pseudopolynoms darstellen laBt. Dies trifft indessen nicht 
stets zu, wie das folgende Beispiel zeigt: 

w 2 = 4 W=™- 

Immerhin kann man leicht zeigen, daB W stets in der Porm 

•pp' G ( w , z lf , z n ) 

” A(z 1 } ... 3 z n ) 

darstellbar ist, wobei G und A Pseudopolynome mit der nam- 
lichen Spitze bedeuten, und zwar wird A nur aus solchen in der 
Spitze von (1) irreduktiblen Paktoren bestehen, welche auch in 
der Diskriminante von (1) auftreten. Die Darstellung gilt nur fur 
gewohnliche Punkte. 
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§ 18. Das System mehrerer psendoalgebraiselieii Funktionen. 
Seien l Funktionen durch die l Gleichungen: 

(1) F^wjt, z n ) = wf* + 4 MJ* ) = 0, 

definiert, wobei F k ein ausgezeichnetes irreduktibles Pseudopoly- 
nom bedeutet, dessen Spitze im Anfang liegt. Dann wird im all- 
gemeinen jede dieser Funktionen einer versehiedenen Eiemannschen 
Hyperflache bediirfen. Man kann aber stets ein Gebilde 

(2) F(w , e l3 . . ■ , z K ) = + Aw™- 1 -f t- A* = 0 

finden, an welchem jede Funktion w,. eindeutig ist, und zwar 
gehoren zu zwei iibereinander gelegenen regularen Punkten der 
entspreehenden Eiemannschen Hyperflache <5 stets verschiedene 
Systeme von Zweigen (w[ ( w i > • • w ") > • • • • Dabei be- 

deutet F(w,zi,...,z„) ein irreduktibles ausgezeichnetes Pseudo- 
polynom, dessen Spitze im Anfang liegt. DemgemaB laBt sich 
jede der vorgelegten Funktionen w h nach den Satzen des vorher- 
gehenden Paragraphen durch w darstellen. 

Zum Beweise sei 

S: K|<7i, i=i, .,n, 

ein Bereich, in welchem jeder Koeffizient sich analytisch ver- 
halt. Aus S hebe man die Punkte fort, in denen die versehiedenen 
Diskriminanten der l Funktionen (1) verschwinden, und bezeichne 
den ubrigen Teil von S mit T. Ist (a) ein Punkt von T, so wer- 
den sich samtliche Wurzeln der l Gleichungen (1) zu in (a) analy- 
tischen, voneinander versehiedenen Funktionen zusammenfassen 
lassen, und zwar werden die m k Wurzeln der k - ten Gleiehung 
daselbst getrennte Werte annehmen: 

«L°I « = W + b#, <+/. 

Jetzt greife man willkurlieh, jedem Werte von k entsprechend, 
eine dieser Funktionen wjb, heraus rmd bilde man die 

Funktion: 

(8) W) (,) = + • • • + a i w< p > 

wobei a z willkurliche Konstanten bedeuten. Sei L eine 

von (a) ausgehende, in T verlaufende und nach (a) zuriickkehrende 
Kurve, langs deren also jedes der Funktionselemente w 1 ^ eine 
analytische Fortsetzung gestattet, und sei w^> die neue Bestim- 
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mung von wft im Punkte (a). Fallt nun wf) fur alle Werte 
von h nicht mit identisch aus, so wird mindestens eine der 
Differenzen 

b[V - bf, . . 6CD _ &(*> 

von null verschieden sein. Der Wert 6^ von w® im Punkte (a) 
wird dann vom Werte &h) der Funktion wW daselbst verschieden 
sein, falls nur 

(4) a, (&J» - fc?>) + • • • + «,(&(') - &f>) + 0 . 

Durch geeignete Wahl der a k ist dies stets zu erreichen. 

Wenn man alle moglichen derartigen Wege L in Betracht 
zieht, so gewinnt man dadurch ja nur eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Systeme analytischer Portsetzungen (w ( {\ . . Da- 

mit die entsprechenden Portsetzungen w (i) ebenfalls getrennt aus- 
fallen, geniigt also, dafi eine endliche Anzahl von Ungleichungen 
der Porm (4) zwischen den a erfiillt werden. Bekanntlich ist dies 
stets zu erreichen. 

Ist insbesondere (a 0 ) = (aj, . . a") eine mogliche Wahl, so 
wird offenbar jedes System (a), welches in einer geeigneten Nach- 
barschaft des Punktes (a 0 ) liegt, auch eine brauehbare Wahl der 
a liefern. Ist ferner (a) ein beliebiges System von l Zahlen 
a ls . . a l9 so wird es in jeder Umgebung von (a) einen Punkt (a) 
geben, wofiir die Ungleichungen (4) statthaben. 

Sei also (a 1? ..., a t ) eine besondere brauehbare Wahl der a . 
Dann wird die dazu gehorige Punktion Wurzel einer Glei- 
chung von der Porm sein: 

F(w, z l9 . . .,z n ) =w m + A 1 w m ~ 1 H f- A m = 0, 

wobei F ein irreduktibles ausgezeichnetes Pseudopolynom ist, des- 
sen Spitze im Anfang liegt. Der Beweis wird gerade so gefuhrt, 
wie beim 2. Satze, § 12. An dem hiermit definierten pseudoalge- 
braischen Gebilde wird jede der Punktion en w k eindeutig sein. 
Des weiteren gehoren zwei regularen ubereinander liegenden Punk- 
ten der zugehorigen Biemannschen Hyperflache zwei getrennte 
Systeme von Funktionswerten und (w'{, . . w'f) an. 

1) Die extremen Falle sind folgende: i) jede Bestimmung einer willkiir- 
lichen Funktion w k kann mit jeder Bestimmung einer zweiten, ebenfalls will- 
kurlich gewahlten Funktion w p im bewuBten Komplex vorkommen. Dann ist 
w eine ?%?%... m r deutige Funktion; id) mit einer willkiirlichen Bestim- 
mung w k wird nur eine einzige Bestimmung jeder weiteren w p verkniipft. 
Alsdann ist w eine m 1 — m 2 = * • * = m^wertige Funktion. 
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Geometrische Deutung. FaBt man die Variabelen 
H>***> z n Koordinaten eines Punktes im komplexen Raume 
von l + n Dimensionen auf, so definieren die l Gleiehungen (1) ein 
Gebilde Z-ter Stufe in diesem Raume. Der Gleicbung (8) ent- 
spricht dann eine lineare Transformation, wobei 

w = H b ttiWz. 

1st hier etwa a x 4= 0 , so konnen die weiteren Gleiehungen der 
Transformation, wie folgt, lauten: 

w' k = W k) Ar = 2, . . 1; z\ = Z u * = 1 

Dann wird das Gebilde, auf das neue Koordinatensystem bezogen, 
durch eine einzige Gleickung (2) definiert, indem w 2) . . w l eindeu- 
tige Funktionen an diesem Gebilde sind. 

§ 14. Von den Nullstellen einer am Gebilde © eindeutigen 

Funktion. 

Das Gebilde g. Yorgelegt sei ein ausgezeichnetes irreduktibles 
pseudoalgebraisches Gebilde ©, dessen Spitze im Anfange liegt: 

(1) F(w, z l9 . . z n ) =w m + H b A m = 0. 

Gegeben sei ferner der Zylinder 

(2) y>(z l9 . . , 9 z n ) = 0, 

wo y) z n ) eine im Anfange irreduktible Funktion bedeutet. 

Bei nicht-singularer Wahl des Koordinatensystems 1 ) lafit sich die 
Flache (2) auch in der Form darstellen, 

(8) R{v } z l9 . . z r ) =v v + E x v v ~ x b b E v = 0, 

v=z n , r = n — 1, 

wo R ein ausgezeichnetes irreduktibles Pseudopolynom bedeutet, 
dessen Spitze im Anfange liegt. 

Sei (%, , . .,a r ) = (a) ein Punkt, in welchem die Diskriminante 
von R nicht verschwindet, und sei eine in (a) analytisehe Funk- 
tion, welehe der Gleichung (3) genugt. Setzt man 

F(w,z 1 , . . . 9 z r9 v^ — F a (w, z l9 . . .,z r ), 

1) Genauer gesagt, nach eventueller Austibung einer nicht -spezialisier ten 
linearen Transformation unter den z lt , z n . 
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so ist F a ein Pseudopolynom, dessen Spitze im Pnnkte (z) = (a) 
liegt. Letzteres besteht ans einem Produkte in (a) irrednktibler 
Paktoren, und zwar diirfen wir annebmen, daB diese samtlich 
linear in w sind und auBerdem in (a) lauter verschiedene 
Wurzeln c l9 c 2) . . . baben. Bildet man namlicb das Produkt der 
irreduktiblen Paktoren von F a , jeden nur einmal gezablt, so wird 
die Diskriminante desselben ja nicht identisch verschwinden. Ba- 
ber kann man in jeder Nabe von (a) einen Punkt (a') finden, in 
welcbem die Diskriminante nicbt verschwindet, und nun braucbt 
man (a) nur nocb nacb [a') zu verlegen. 

Hieraus gebt bervor* daB die samtlicben der Umgebung von 

(а) entsprecbenden Wurzeln von F a sicb zu in (a) analytiscben 
Punktionen w l9 w 2 , . . . zusammenfassen lassen. DemgemaB bestebt 
der dieser Umgebung zugeborige Teil von @ aus einer endlicben 
Anzabl von Stiicken: 

(4) w=Wi, v=v l9 / = 1 , 2 , . . 

Jetzt geben wir von den beiden Punktions element en w 1 ,v 1 
aus und betracbten die samtlicben gleicbzeitigen analytiscben 
Portsetzungen derselben. Die Portsetzungen von v ± werden stets 
der Gleicbung (3) geniigen. Aber aucb die Portsetzungen von w 1 
werden eine analoge Gleicbung, co(w,z)== 0, erfiillen, die sicb, 
wie folgt, ergibt. 

Seien v 19 ... 9 v v die der Umgebung von (a) entsprecbenden 
Wurzeln von (3), und man bilde das Produkt: 

V 

IjF(w, z lt . . z r , v k ) = F (w, z x , . . z r ). 

k — 1 

Dann lassen sicb die Koeffizienten von F iiber die ganze Umge- 
bung des Anfangs analytiscb fortsetzen, und F stellt somit ein aus- 
gezeicbnetes Pseudopolynom vor, dessen Spitze im Anfange liegt. 
Des weiteren verscbwindet F identiscb in der Nabe von (a), 
wenn w=w 1 gesetzt wird. Sei co(w,z) derjenige im Anfange 
irreduktible Paktor von F , der dieses identiscbe Yerscbwinden 
von F besorgt. Dann geniigen aucb alle jene analytiscben Port- 
setzungen von w 1 der Gleicbung 

(5) o(w, z 1? . . ., z r ) =0. 

Definition. Indem der Punkt (z l9 . . z r ) auf die Um- 
gebung des Anfangs, etwa auf den Bereicb 

(б) | Sfc I < h, 


k — I, . . , r. 
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besekrankt wird, liefern die Punkte (w 9 z l9 • . z r9 v )> w0 w nn< ^ v 
die gleichzeitigen Portsetzungen von w 1 und v 1 bedeuten, das 
Gebilde g. Dazu werden noch alle Grenzpunkte gezaklt, deren 
Koordinaten der Bedingung (6) entsprechen. 

Nahere Bestimmung der Definitionsbereiche . Der Bestimmtheit 
halber wollen wir die Gebilde © , g noch etwas sckarfer abgrenzen. 
Es mogen Bereiche 27, S, wie folgt, erklart werden. 

Zl | A=l,..,r; 

8: M <9> («i, — , « r ) in 27, • 

Dabei sollen die Konstanten g, h zunackst so besekrankt werden, 
daB S, 27 resp. in den Bereichen liegen, worm die Koeffizienten 
A k , Ej analytisck sind. Jetzt wird & als das durch (1) defi- 
nierte Gebilde erklart, wo (z 1 ,...,z n ) beliebig in S liegt. 

Endliek wird h nock so eingesckrankt, daB die Wurzeln von 
(B) und (5) dem absoluten Betrage nach kleiner als g ausfallen. 
Und nun wird g der Bedingung entspreeken, daB (z l9 . . z r ) in 
27 liegt. 

Die versckiedenen irreduktiblen Paktoren co(w,z) von 
F(w 9 z r ) geben zu versckiedenen Werten von h AnlaB. 

Unter h versteken wir nun schlecktweg den kleinsten dieser 
Werte (oder auck eine kleinere positive Zakl). 

Wir konnen nunmekr den folgenden Satz aussprecken. 

Satz. Alle simultanen Losungen der Gleichungen (1) und (3) 
liegen an einer endlichen Anzahl von Gebilden g und rnachen diese 
Gebilde gerade aus . 

Die Funktion W. Des weiteren werde eine Punktion W vor- 
gelegt, welche eindeutig und stetig am Gebilde © ist und sick 
auBerdem in den regularen Punkten von © analytisck verkalt. 
Nack § 12, 2. Satz, genugt W dann einer irreduktiblen pseudo- 
algebraiscken Gleickung, 

(7) W(W, z 19 . . z n ) = W* + B t W v- 1 + - - . + = 0, 

deren Spitze im Anfange liegt. 

Aus der Stetigkeit von W am Gebilde © ergibt sich sckon 
die Stetigkeit von W an einem Gebilde g. Es liegt aber kein 
Grund vor, zu glauben, daB W sick in den regularen Punkten 
von g analytisck verkalten soil. Es stellt sick indessen keraus, 
daB dem in der Tat so ist. 
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Sei namlich (z) = (a) ein Punkt von E, der zu lauter ge- 
wohnlichen Stellen von g fiihrt. Tragt man in (7) z n = v x ein, so 
kommt : 

(8) W(W, z r , v x ) = ¥ a (W, z lf . . z r ) = 0, 

wo W a ein Pseudopolynom mit der Spitze (a) bedeutet. Bilden 
wir das Produkt der in ( a ) irreduktiblen Paktoren von W a , jeden 
nur einmal gerechnet, so verschwindet die Diskriminante desselben 
nicht identiscb. DemgemaB verhalt sick W in der Umgebung 
irgendeiner der genannten Stellen von g analytisch, hochstens 
bis auf die Punkte einer (2 r — 2)-fach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit. Da W auBerdem eindeutig und stetig in der bewuBten Um- 
gebung ist, so erweist sich ¥/ dort als ausnahmslos analytisch, 
vgl. Kap. 3, § 8. — In ahnlieher Weise wird gezeigt, daB W auch 
in etwaigen sonstigen regularen Punkten von g analytisch ist. 

Die Wurzeln von W. Untersuchen wir jetzt die Stellen von 
<$, worin W einen konstanten Wert hat, 

W = <7. 

Es geniigt, C = 0 zu setzen. Mit Eucksicht auf (7) erkennt man, 
daB eine notwendige Bedingung fur eine Wurzel von W auf © in 
der Gleichung 

(9) B v = B p (z l9 ...,z n )= 0 
besteht. 

Verschwindet W nicht identisch auf ©, so liegen die Null- 
stellen von W auf einem oder mehreren Gebilden g, welche, wie 
folgt, erhalten werden. Sei ip z n ) ein irreduktibler Paktor 

von B v z n ), und man betrachte alle Gebilde g, welche 

durch die Gleichung ip = 0 nebst der Gleichung (1) definiert 
werden. Diese Gebilde mogen hinfort mit g 0 bezeichnet werden. 
Ihre Gesamtheit stellt die vollstandige Losung der Gleichungen 
(1) und (9) vor, wo (z l9 ...,z r ) in einem geeigneten Bereiche 27 
liegt. 

Auf mindestens einem dieser Gebilde g 0 wird W identisch 
verschwinden. Sei namlich (z) = (a) ein Punkt des Bereiches 27, 
der zu lauter gewohnlichen Stellen i^, P 2 , ... samtlicher g 0 fiihrt 
und wofiir auch die irreduktiblen Paktoren der samtlichen 
Punktionen W a linear ausfallen. In mindestens einer der Stellen 
P k muB der zugehorige Wert von W verschwinden, da B P in 
jedem Punkte P t gleich null wird, und da ferner jede Wurzel 
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von (7) einen Wert von W in einem der Punkte i} vorstellt. 
Demnach mnB W in der Umgebung mindestens einer der Stellen 
P k identisch verscbwinden, und darum verschwindet W auch 
identisch am bewuBten Gebilde g 0 . 

Erschd'pfung der Wurzeln von W. Mit den Punkten der Ge- 
bilde g 0 , an denen W identisch verschwindet, werden samtliehe 
Wurzeln von W an @ erschopft. In der Tat sei 

Q i — (c , ) * • . , c^n) 

eine beliebige Stelle von in welcher W verschwindet. Dann 
muB B P wegen (7) im Punkte Q verschwinden, und darum liegt 
Q auf einem Gebilde g 0 . 

Wir betrachten nun das vorgelegte Bseudo^olynom F(w } z l3 ...,z n ) 
in der Nahe von Q. Dasselbe kann in mehrere irreduktible Pak- 
toren zerfallen, wovon aber einer, § (to, %, . . z n ), in der Spitze 
(a t ,...,a n ) die Wurzel w=c haben und der Stelle Q von © 
entsprechen wird. Auf diesem Gebilde wird dann W eindeutig 
und im Punkte Q gleieh null sein. DemgemaB gestatten die 
voraufgehenden Entwicklungen eine unmittelbare Anwendung auf 
diesen Pall. Insbesondere wird es mindestens ein Gebilde g 0 
geben, woran W identisch verschwindet und welches den Punkt 
Q enthalt. Sei (a') = a' r ) ein Punkt der Nachbarschaft 

von (a) = (a l9 . . a r ), dem nur gewohnliche Punkte sowohl von 
g 0 als auch von samtlichen Gebilden g 0 entsprechen. In der 
Nahe von {a') fallt dann g 0 mit einem der Gebilde g 0 zusammen, 
und darum liegt g 0 ganz auf dem bewuBten g 0 . Hiermit ist 
denn gezeigt worden, daB die Wurzel Q: ( c,a ) von W doch auf 
einem der bewuBten g 0 liegt, w. z. b. w. 

Passen wir das Brgebnis in einen Satz zusammen, so konnen 
wir sagen: 

Satz. Die Nullsiellen der Funktion W mccchen eine endliche 
Anzahl von Gebilden g aus , sofern W nicht gerade identisch ver- 
schwindet. 

Bei nicht-sypezialisierter Wahl des Koordinatensy stems besteht ein 
Gebilde g aus den Punkten (w, z n ) } wo z n =v dutch eine 

Gleichung (8) definiert wird und w eindeutig am Gebilde (3) ist. 

Beispiel. Sei 


(!') 


W 2 — Z 1 Zg = 0 , 
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und sei 

W = w — z 2 . 

Dann geht (7) ans der Gleichung 

(W -f- Z 2 ) 2 — = 0 

hervor, also wird 

(7') W 2 + 2z 2 W + zl-z 1 z 2 = 0. 

Demnaeh wird 

-Syp == Z^ * === (&2 «^2 • 

Die Gebilde g 0 entstehen aus den folgenden Zylindern 
¥>(*1^2) = 0 : 

i) — %i — 0; ii) z 2 = 0 . 


In beiden Fallen wird z 2 = v gesetzt. 

ad i) Hier fallt die Gleichung (8), wie folgt, aus: 
(30 v — ^ = 0. 

Tragt man den Wert v 1 — z ± in (F) ein, so kommt: 


also 


W 2 — Z 1 V 1 = w 2 — z\ = (w — %) (w + %) = 0, 
coi (w, z x ) = w — z x = 0; G) a (w, %) = w + ^ = 0. 


Es gibt also hier zwei Gebilde g 0 : 


^ 3) : 


I 0 = &i> 
\w = z 1 ; 


9 V 




U = 

W = — 


Am Gebilde verschwindet PF identisch. Am Gebilde g|~) ist U 7 
dagegen von null verschieden bis auf den Schnittpunkt dieses 
Gebildes mit gjjO und dem weiteren Gebilde g 0 unter ii), namlich 
(w, z ± ,z 2 ) = (0,0,0). 

ad ii) Hier wird (8) zur Gleichung 


(3") 


v = 0. 


Aus (10 wird nun 

w 2 — z 1 v 1 = w 2 — 0 . 
Es gibt nur ein Gebilde g 0 , 


9o : 


v = 0, 


w — 0 . 
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An demselben muB W notwendig identisch verschwinden, was 

auch bestatigt wird. 

Aus diesem Beispiele geht ferner hervor, daB es in der Tat 
Gebilde g 0 geben kann, woran W nicht identisch verschwindet. 
In einem solchen Falle liefern diese Gebilde keine neuen Wurzeln 
von W — eine Wurzel hat W jedenfalls darauf, da alle Gebilde g 0 
ja durch den Punkt ( W} z) = (0,0) hindurchgehen — , sondern 
weisen nur da Wurzeln auf, wo sie mit jenen anderen Gebilden 
g 0 zum Schnitte kommen. 

§ 15. Von den singularen Stellen eines pseudoalgebraiscken 

Gebildes. 

Wir sind jetzt in der Lage, naheres uber die singularen Stel- 
len eines ausgezeichneten irreduktiblen pseudoalgebraischen Ge- 
bildes ®: 

(1) F(w, z l3 . . z n ) = w m + + - . * + A m = 0 

zu bestimmen. Diese finden sich unter den an © gelegenen Null- 
stellen der Funktion W = F w (w, z n ), und letztere fiillen 

nach § 14 ein oder mehrere Gebilde g aus. Aber nicht jede Stelle 
von ©, an welcher F w verschwindet, braucht eine singulare Stelle 
der Funktion w zu sein. Es fragt sich nun, ob die singularen 
Stellen der Funktion w einen gewissen Komplex von Gebilden 
g gerade ausmachen. 

Die singularen Stellen von @ liegen aber auch an den Gebil- 
den g, welche durch den Schnitt von (1) mit der Diskriminanten- 
flache DOi, . . z n ) = 0, also mit dem Zylinder (5), § 11, 

(2) A( v , Sr) = t + + * • • + 

g n = T] , Zfc = Sk) fc = 1 , . . . , T 71 1 , 

entstehen, und diese letzteren Gebilde wollen wir nun des naheren 
untersuchen. 

Wir wollen annehmen, daB die Koeffizienten A$ sich im Be- 
reiche 

S: \r}\<9> (£) in 

27: 

analytisch verhalten, sowie daB \rj'\<g, wo (S) in 27 liegt und 
rj' eine beliebige Wurzel von (2) ist. 
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Sei (f) = (a) ein Punkt von 27, wofiir A lauter getrennte 
Wurzeln bat, nnd sei rj = ft eine dieser Wurzeln. Dann liegt fi 
im Kreis e 

\ r l\< 9- 

Um werde ein in $ befindbeher Kreis 

K: \rj — /? | < A, | P | + A < g, 

so gewahlt, da£ keine zweite Wurzel von A (r], a r ) in K 

(inkl. des Randes) vorhanden ist. Wird dann q der Bedingnng 

0 < q < l 

gemaB beliebig angenommen, so laBt sieh l derart bestimmen, 
dab, w enn (£) in der Umgebung 

IX: I Sk I < h £- = l, r, 

der Stelle (a) liegt, eine und nur eine Wurzel von A sich in K 
befindet und auf den Kreis 

K': \V~P\ <Q 

beschrankt ist. 

Die Funktion w im Bereiche { K — ID, U } = B . Wir betrach- 
ten nun die verschiedenen Wurzeln von F im Bereiche 

{K-K',U}: Q <\ri—/J | < 2 , \£ k -a k \ < l , 

In jedem Punkte desselben sind diese samtlieh getrennt. Im 
Kleinen lassen sie sich also zu m analytischen Punktionen 
zusammenfassen. Setzen wir ein besonderes dieser Funktions- 
elemente in B analytisch fort, so entsteht dadurch eine in B 
g-deutige Funktion, 1 ^ q ^ m, deren Werte in B mit w l9 . . ., w q 
bezeichnet werden mogen. Die elementaren symmetrischen Funk- 
tionen derselben, 

+ * * * + Wg , k=l,...,r h 

sind eindeutig und analytisch in B , und mogen @ k z n ) 
heiBen. Jede dieser Funktionen gestattet eine analytische Fort- 
setzung uber den ganzen Bereich 


T = {K,VL}: \v-P\ < A, 

wie wir jetzt beweisen wollen. 


| £jc — CC k | <l> 


** 1, 
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Yor allem erkennt man, daB <P k eine Fortsetzung in jeden 
P unk t von T gestattet, der nicbt auf der Mannigfaltigkeit A = 0 
liegt. Ein soldier Punkt ist ( r f, a 1 , . . ., a r ), 0 < | rf — P \ < A. 
Wir nehmen nun g' so an, daB 0 < q' < ) rp — ft ] ausfallt, und 

bestimmen den zugeborigen Wert, V, von l. Dann verbalt sieb 

die entspreehende Funktion &’ k (z x , . . . , z n ) analytiseb im Bereicbe 

B': e'<\V — £I<A, \ik~ a h \<V, * = 1 > •••>’•• 

Ein Teil dieses Bereicbes, nambch der Bereicb 1 ) 

Q < | H] — P | < A , | ik — a h | < i = 

liegt in B, und dort stimmt <!>',. eben mit @ k iiberein. 

In ahnlicher Weise wird der Beweis fur jeden anderen Punkt 
(?/, a{, . . a' r ) gefubrt, wobei rp in K, (a 1 ) in 11 liegt und 

A (rp, 0 ist. Die Wurzel p' von A(rj ; a', 

welche in X' liegt, umgeben wir mit einer kleinen Nacbbar- 
sehaft r, welcbe den Punkt rj' ausschlieBt, und bestimmen dann 
eine Umgebung a des Punktes (a') derart, daB eine Funktion <P' k 
im Bereiche {K — r, a) definiert werden kann, welcbe im Teil- 
bereicbe ( E — K’, a } mit tibereinstimmt und letztere Funktion 
in den Punkt (17' , a[, . . ., a') analytiseb fortsetzt. 

Es bleibt nocb iibrig, zu bemerken, daB das soeben darge- 
legte Yerfabren eine in T' eindeutige Funktion liefert, wo T aus 
den Punkten von T besteht, in denen A + 0 ist. Ist namlicb 
(a') ein beliebiger Punkt von 11, so wird <t> h in jedem Punkte 
ir], a[, wofiir jj in E liegt und + P' ist, durcb die ur- 

spriingbebe Funktion nebst der soeben beniitzten analytiseben 
Fortsetzung derselben eindeutig bestimmt. — DaB ^ 7 , auBerdem 
nocb endlich bleibt, ist ja sofort evident. 

Jetzt sind alle Bedingungen des ersten Satzes von Kap. 3, 
§ 3 resp. § 4 erffllt, und erweist sieb somit als analytiseb 
in T. DemgemaB genugen diese q Bestimmungen von w einer 
irreduktiblen pseudoalgebraischen Gleicbung 

(3) W 1 + + • • • + B t = 0 

mit der Spitze (%, . . ., z n ) = (a x , . . ., a r ,P). Die Koeffizienten 
Bj verbalten sieb analytisch in T. 

1) Zur Veremfachung des Beweises diirfen wir voraussetzen, daB g ^ q, 
M <, l ist. 
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Wir sind nunmehr in der Lage, den folgenden Satz zu be- 
weisen. 

Satz. Sei g ein beliebiges der Gebilde 
F = 0, A = 0. 

Sieht man von den Stellen ab, in denen die Dishriminante von A 
verschwindet , so hdngen genau q Zweige von w in jedem Punkte 
von g zusammen . 

DaB namlich mindestens q Zweige in der Umgebung der 
Stelle (w, z) = (y, a l9 . . a r , /3) von g, wo y die Wurzel von (8) 
in der Spitze, zusammenhangen, wurde klar, sowie die obigen 
mehrdeutigen Funktionen im Bereiche B zu Zyklen zusammenge- 
faBt waren. Es blieb aber noeh iibrig zu konstatieren, daB diese 
Zyklen nicht ineinander fortgesetzt werden konnen, ohne daB (z) 
aus dem Bereich T hinaustritt, und dies erhellt sofort aus der 
Relation (8). 

Sodann wird ferner gezeigt, daB diese Zahl q auch in jedem 
Punkte einer gewissen Umgebung der Stelle (y,a 1 ,...,a r ,P) von 
g erhalten bleibt. Dazu verhilft uns keine pseudoalgebraische 
Gleichung, wie (8). Wir haben eben clen ganzen ins Einzelne 
besprochenen Sachverhalt notig, insbesondere den Umstand, daB 
jeder Punkt (a') von VL zu einer und nur einer Wurzel von 
A fuhrt, wozu sich noch eine und nur eine Wurzel y' von F ge- 
sellt [hiermit ist dann ein einziger Punkt (y', a\ 9 . . a', /?') von 

g bestimmt] und daB genau q Wurzeln von F in diesem Punkte 
zusammenhangen. 

Der Beweis des Satzes besteht nun eben darin, daB man zwei 
beliebige nicht-spezialisierte Punkte des bewuBten Gebildes g durch 
eine auf g verlaufende durch keine der Ausnahmepunkte hin- 
durchgehende regulare Kurve L miteinander verbindet und dann 
nach wohl bekannten Methoden konstatiert, daB q langs L kon- 
stant sein muB. 

Von der Unmoglichkeit singular er Gebilde niederer Dimension . 
Fur ein bestimmtes Gebilde g kann q = 1 sein, und es liegt die 
Frage nahe, ob dies nicht auch fur alle Gebilde g zugleich ein- 
treten konnte. Dann wurde das Verzweigungsgebilde nur von der 
(2 r — 2) -ten (oder sogar noch von einer niederen) Dimension sein. 

Dieser Fall ist aber leicht zu erledigen, da die Aushebung 
einer &-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit aus der Umgebung 

Osgood, Funktioneiitlieorie. II, 1. 2. Aufl. 9 
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eines Punktes eines Raumes von p Dimensionen einen linear ein- 
fach zusammenhangenden Bereich zuriicklaBt, sobald nur 
fcgp-8 ist. Wiirde ein Funktionselement w x also in jede Um- 
gebung einer (2r — 2) = (2n — 4)-fach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit SR analvtisch fortgesetzt werden konnen, so muBte zunachst 
eine eindeutige Funktion in der Umgebnng von entstehen, nnd 
eine solche laBfc stets nach dem zweiten Satze von Kap. 8, § 3 eine 
analytische Fortsetzung in die Punkte von 5Jc zu. 


§ 16. Von der Darstellung der Funktion W am singularen 

G-ebilde. 

1st TP eindeutig und analytisch an denjenigen Stellen des 
Gebildes ©, 

(1) F (w , z x , * . • , # w ) = 0 , 


von §10, (1), in denen F w (w, z x , . . z n ) nieht verschwindet, nnd 
bleibt TP fernerhin endlieh am Gebilde, so haben wir bereits ge- 
sehen, daB sich TP an alien solchen Stellen in der Form darstellen 


lafit: 

(^) 


G(w , Zp • . . , z n ) 

F >uq (w , z x f . . • , 


wo G ein Psendopolynom bedentet, dessen Spitze mit derjenigen 
von F zusammenfallt. Wir haben fernerhin gesehen, daB TP sich 
an den ubrigen Stellen von © so definieren laBt, daB TP uberall anf 
© stetig wird; §12, 1. Satz. Sei g eins der Gebilde, in denen 
F w (w, z n ) anf © verschwindet. Nach einer eventuellen 

linearen Transformation von z n wird g durch eine Glei- 

chnng definiert: 

(3) =0, 

wo einen irreduktiblen Faktor von A (rj, £ x , . . |>), §15, (2), 
also ein ansgezeichnetes irreduktibles Psendopolynom mit der 
Spitze im Anfange bedentet, nnd w eindeutig daranf bzw. Wurzel 
einer ahnlichen Gleichung (namlich der Gleichung (5), § 14) 

(4) £2(w, S l9 . . S r ) = 0 

ist, nnd wo die Punkte von g die Koordinaten (w, £ x , • • -,£ r > V) 
haben. Nach den Entwicklnngen von § 14 wird nun TP (und 
also anch insbesondere w) nicht nur stetig, sondern auch analy- 
tisch anf diesem Gebilde sein. 
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Darnach laJ3t sich W an alien Stellen von g, in denen 
W n {rj, fi, . . f r ) + 0 ist, falls w eindeutig auf .(8) ist, in der 
Form darstellen: 


(5) 


tit __ Sp • • •> ir) 


wo r ein Pseudopolynom bedeutet, dessen Spitze im Anfange 
liegt. 

Ist nun n > 2, so konnen wir den SchluB an den bisher aus- 
geschlossenen singularen Stellen wiederholen und so fortfahren, 
bis wir W in jedem Punkte des Gebildes © hochstens mit Aus- 
nahme des Anfangs durch Formeln vom Typus (2), (5) usw. zur 
Darstellung gebracht haben; WeierstraB, vgl. §17. 


§ 17. Tiber simultane Gleiclrangssysteme. Der zweite 
W eierstraBsche Satz. 

Das Gebilde g im allgemeinen Falle. Wir knupfen an den 
Begriff der fruheren Gebilde g, § 14, an, indem wir von einem 
ausgezeiehneten irreduktiblen pseudoalgebraischen Gebilde 

(1) H(w, %, . . ., u Q ) = w<“ + E^- 1 H b Ef, = 0 

und einem zu demselben gehorigen Funktionensysteme 1 ) w v . . w (f 
ausgehen. Dann soli die Punktmenge { (w l3 . . ., w a , u l9 . . ., u ) } 
ein Gebilde g ausmachen. Ubt man nun eine beliebige nicht- 
singulare lineare Transformation 

*i = C il w 1 H i r°ia W a + G i 3 a + 1 U 1 H + C in^ Q + 

aus, wobei n = a + q, i = 1, . . .,n, so moge das transfor- 
mierte Gebilde auch ein Gebilde g heiBen. 

Ausfiihrlicher gesagt heiBt g ein Gebilde g-ter Stufe im 
Baume der n Veranderlichen 2 ) (z) oder (w,u). 

Nach den voraufgehenden Entwicklungen bilden die singu- 
laren Stellen von g (falls ju > 1) ein oder mehrere Gebilde g' von 


1) Damit ist ja nach § 13 gemeint, daB jede Funktion Wi am Gebilde 
(1) eindeutig und stetig und in den regularen Punkten desselben analytisch, 

und femerhin die Funktion a 1 w 1 + a a w a bei nicht-spezialisierter 

Wahl der a- L mit diesem Gebilde gleichverzweigt sein soil. 

2) Die gleichzeitigen analytischen Fortsetzungen der Funktionen 
w l9 . . w n nebst gewissen spater zu besprechenden Grenzpunkten bilden 
nach WeierstraB ein monogenes analytisches Gebilde g-ter Stufe im Raume 
der n Veranderlichen. 


9 * 
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der (g — l)-ten Strife. Ahnliches gilt von den singularen Stellen 
letzterer Gebilde, falls solche Stellen vorhanden sind, usw. 

Der zweite WeierstraBsche Satz. 1 ) Vorgelegt sei ein Sy- 
stem simultaner Gleichungen: 

(A) • • •> z n) = 0) • • •> @l(. z 1> ■ ■ ■> z n) =0; 

wobei G k {z t ,...,z n ), k = l,...,l, eine im Punkte (a) analytische, 
daselbst verschwindende Funktion bedeutet, dock darf keine dieser 
Funktionen identisch verschwinden. 1st l n, so werden die in der 
Nahe von (a) belegenen gemeinsamen Nullstellen im allgemeinen blo/3 
aus dem einen Punkte (s') = (oj) bestehen . 

Wird dem vorgelegten System noch durch einen zweiten Punkt 
der genannten Nachbarschaft genilgt, — und dieser Fall tritt stets ein, 
wenn l < n ist, — so bestehen die simultanen Losungen des Systems 
(A) aus den Punkten eines oder mehrerer Gebilde g. Die Stufe g eines 
q ist an die Delation geknii'pft: n — l g ^n — 1; dock brauchen 
die Gebilde g nicht alle von gleicher Stufe zu sein. 

Ist so wird im allgemeinen eine der aus n der Funk- 

tionen G k gebildeten Jacobisehen Determinanten, etwa 

£(( ?„ 

d (%,••• r Zn) 

im P unk te (z) = (a) nicht verschwinden. Dann lassen sich die n 
Gleichungen 

Zi =G i (z 1 , .. i = 

eindeutig umkehren, woraus sieh denn ergibt, daB dem Punkte 
(. Z ) = (0) der einzige Punkt (z) = (a) entspricht. 

Tritt dieser Fall nicht ein, so wird der Beweis vermoge der 
Methode der vollstandigen Induktion gefiihrt. Sei n beliebig, aber 
fest. Fur l = 1 reduziert sich der Satz auf den ersten WeierstraB- 
schen Satz, § 1. Wir nehmen nun an, daB der Satz fur 1 = 1,2, 
. . I richtig ist, und beweisen dann, daB er auch fur 1 + 1 gilt. 

Ziehen wir also ein beliebiges der Gebilde g in Betracht, 

welches den ersten l der vorgelegten Gleichungen (A) entspricht. 
Dieses werde vermoge der Gleichung (1) und des dazu gehorigen 

1) WeierstraB, Werke, Bd. 3, S. 79. Mit Riicksicht auf den aus dem 

Vorbereitungssatze hervorgehenden ersten Existenzsatz bezgl. mehrdeutiger 
impliziter Funktionen scheint es wohl angebraeht zu sein, die vorliegende Ver- 
allgemeinerung desselben als den zweiten Weierstrafisehen Satz zu bezeichnen. 
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Funktionensystems w l9 ...,w a definiert. Die (Z + l)~te der vor- 
gelegten Gleichungen (A), auf die (w, '&)- Variabelen bezogen, moge 
lanten : 

W{w 1 , . . .,w„,u 1 , . . w ? ) = 0. 

Wir betraehten nun die Funktion 

W = W(w l9 . . .,w a ,u ly . . .,u Q ) 

am Gebilde (1). Diese ist eindeutig und stetig, und in alien regu- 
laren Punkten auch analytisch, und sie verschwindet auBerdem 
im Anfange. Von ihren auf diesem Gebilde belegenen Nullstellen 
gilt mithin das Besultat von § 14. Es kann insbesondere vor- 
kommen, daB W dort identisch verschwindet. Dann stellt das Ge- 
bilde g lauter simultane Losungen der samtlichen l + 1 vorgeleg- 
ten Gleichungen vor. Sonst verteilen sich die Nullstellen von W 
am Gebilde (1) auf ein oder mehrere Gebilde g' je von der 
(q — l)-ten Stufe. 

Wir heben noch besonders hervor, daB beim Ubergange von 
l zu l + 1 ein Gebilde g g-ter Stufe entweder erhalten blieb 
oder aber durch ein oder mehrere Gebilde g' je von der (q — 1)- 
ten Stufe ersetzt wurde, es entstand also niemals aus g beim ge- 
nannten Ubergange ein Gebilde g" von niederer als der (o — l)-ten 
Stufe. 

Hiermit ist der Beweis des Satzes geliefert. 

Beispiel 1. Sei n = 8, l = 2, 

z — x 2 = 0, z — y 2 = 0 . 

Dann sind zwei g vorhanden, und zwar ist jedes von der 1-ten 
Stufe: 

0i : y = %> z = x 2 ; 

Si : y=- — x, z = x 2 . 

Beispiel 2. Sei n = 4, l — 3, 

z — x 2 = 0 . z — y 2 = 0 , (z — x 2 ) + (y — x) t = 0 . 

Dann sind wiederum zwei g vorhanden, doch sind diese nicht 
mehr von gleicher Stufe: 

g 2 : y = x, z = x 2 , x = x, t=t; 

g x : y = — x, z = x 2 , x = x, t = 0. 
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Beispiel 8. Sei n = 5, l — 4, 

z — a? = 0, z — y 3 = 0, (z — X 3 ) + (y — x)t = 0, 

0— a?) + (y— x)t + (y— x)(y— cox)(u— x) = 0. 

Hier sind drei g vorhanden, und zwar stellen sie wiederum, wie 
bisher, jede mogliche Stufe vor: 


Ss : 

y 

= X , 

Z = X s , 

X 

= 

t = t, 

u =u; 

S 2 * 

y 

= CDX, 

z = x z , 

X 

= x, 

t = 0, 

u = u; 

81 : 

y = 

= CD 2 X , 

z = x z . 

X 

= x. 

t = o, 

u = X. 


Beispiel 4 . 

Sei n = 5 , 

2 = 4 , 





z — X 3 

-o, 

3 — y s = 

0, 

(*- 

&) + ( y 3 — 

0 

11 

CO~'' 




(z — X s ) u 

+ (y s - 

— x z )t 

= 0. 


Hier sind 

drei g 

vorhanden, 

■welche alle 

yon gleicher Stufe sind: 

0 ? ): 

y 

= op X 

, Z =3?, 

x — 

X, 

t = t, u = 

= «; **0,1,2. 


Darstellung der gemeinsamen Losungm. WeierstraB hat auch 
zugleich angegeben, wie die gemeinsamen Wurzeln der Gleiehungen 
(A) zur Darstellung gebracht werden konnen. Sein Resultat er- 
gibt sieh sofort aus dem Satze von § 16 und lautet, wie folgt. Da 
es sich um eine Eeihe verschiedener Stufen handelt, empfiehlt es 
sieh, die n Variabelen mit w n zu bezeiehnen. 


Die in der Nalie von ( a ) belegenen gemeinsamen Nullstellen der 
Gleiehungen (A) lassen sieh, hochstens mit Ausnahme der einen 
Stelle ( 2 ) — (a), durch eine endliche Anzahl von Formeln folgender 
Art ausdruchen: 

H(w m+1 , w lt . . w m ) = 0, 


Zf = e il w 1 d~ ■ • • + Oi n w n d~ a>i > 

2 i C 11 C 22 — Onn + 0 . 


j= 2 , . - n—m, 




Dabei bedeutet H ein irreduktibles ausgezeichnetes Pseudopolynom , 
dessen Spitze im Anfange liegt , und ferner ist H f die Ableitung von 
H. nach dem ersten Argument; endlich ist G } - ein Pseudopolynom , 
dessen Spitze ebenfalls im Anfange UegL 
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Die genannte Ausnahme tritt nur ein, wenn ein Gebilde 
H = 0 vorhanden ist, wofiir m = 1 ist unci dessen Grad > 1 ist, 

z. B. 

H(w 2 , Wj) S5 w\ — w\. 

Die Punkte eines solehen Gebildes lassen sich zwar in der Form 
darstellen : 

Wi = <Pi(t), i= i, 

wobei cp^t) sich im Punkte t — 0 analytiseh verhalt und wo 
auBerdem zwei verschiedene Werte von t niemals zur gleicken 
Steile des Gebildes H = 0 fiihren; aber diese Darstellung sub- 
sumiert sich nicht stets unter die sonstige Form. 

Ist eine mogliche Wahl der c ij} so liefert jeder 

in der Nahe von (c f ) belegene Punkt (c) ebenfalls eine mogliche 
Wahl. 

§ 18. Ein weiterer Satz betreffend implizite Funktionen. 

Im AnschluJB an den zweiten WeierstraBschen Satz, § 17, kann 
man noch einen dritten Satz bew T eisen, welcher namentlich bei der 
Umkehrung einer Transformation in der Umgebung einer singu- 
laren Steile gute Dienste leistet. 1 ) 

Theorem. Vorgelegt sei ein Gleichungssystem 

(1 ) F$ (Ul , . . . , Up , X j 3 • • • J CCgr) =03 i — 1 J • • • J Pi 

wobei Fi sich im Anfang analytiseh verhalt und dort verschwindet 
Ferner mogen die Gleichungen 

(2) F i (u li . . .,u 9 ; 0, . . 0) = 0, 

1) Dieser Satz hat vielleicht schon Po in car 6 vorgeschwebt; vgl. seine 
These , Paris 1879, Lemma IV, S. 14. Was er mit den Worten: . . si les Equa- 
tions 99 1 =9? 2 = **- = <Pp = 0 restent distinctes quand on annule tous les 
x . . meinte, kann man nur raten. Der Satz des Textes gibt eine mogliche 
Auslegung derselben. 

Nach einem zweiten, ebenfalls mit ungenugenden Hypothesen ausge- 
sprochenen Satze von Poincare lassen sich die Gleichungen (1) durch ein 
neues System von gleichem Typus ersetzen, wobei die linken Seiten auBerdem 
in den Variabelen u lf ..., Polynome sind; Poincare , Mecanique celeste , Bd.l, 
S. 72; Osgood, Madison Colloquium , S. 196. Unter den Voraussetzungen des 
vorstehenden Satzes erkennt man auf Grund der Entwicklungen des Textes, 
daB es allerdings ein solches Gleichungssystem gibt, welches durch alle Lo- 
sungen von (1) befriedigt wird, dasselbe kann aber denkbarerweise noch andere 
Losungen zulassen. Vgl. auch Clements, Transactions Amer. Math . Soc., Bd. 
14 (1913), S. 325. 
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heine andere in der Ndhe des Anfangs gelegene Losung als nur 
(%, . . u P ) = (0, . . ., 0) zulassen. Dann liegen die gemeinsamen 
Losungen der Gleichungen (1) auf einem oder meJireren Gebilden g 
je von der g-ten Stufe . 

Sieht man insofern von einer spezialisierten Lage des Koordi- 
natensystems ab, dafi man eine beliebige lineare Transformation 

(8) -}-*•• ~f~ Cj, pU$ , f s= i, .. , } p t 

G n • • * G w 4 s 0 , 

zulafit, so kann man jedes Gebilde g so darsiellen, daft u p Wurzel 
einer irreduktiblen ausgezeichneten 'pseudoalgebraischen Gleichung: 


(4) H(u P , x l3 . . x g ) = uf + A^™- 1 4 \-A m = 0, 


wird, wahrend eindeutig und stetig am Gebilde (4) 

sind und sich in den regularen Punkten von (4) analytisch ver - 
halien . Mithin lafit u t im allgemeinen die Darstellung zu: 


(6) 


Gj (Uy , X lf , Xq ) rj, cH 

1 ~ H' (up, x lf . . Xq)’ ~~ du v * 


i = i 


p- h 


wobei Gi(u v , x L , . . ., x Q ) sich im Anfang, (0,0,... 3 0), analytisch 
verhalt und in den gemeinsamen Nullstellen von H und H' ver - 
schwindet. 

Diejenigen Losungen der Gleichungen (1), welche der Darstellung 

(5) entgehen , entsprechen den gemeinsamen Nullstellen von H und 
R' und ordnen sich mithin in ersichtlicher Weise in Klassen ein . 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Methode, wonach 
der zweite WeierstraBsche Satz, § 17, bewiesen wurde. Yor allem 
ist klar, daB keine der Funktionen 


(6) F i (u 1 ,...,u P ;0,...,0) 

identisch verschwindet, da sonst die ubrigen F { nach dem soeben 
genannten Satze eine von (0) verschiedene Nullstelle in der Nahe 
des Anfangs haben wiirden. Darnach kann man die erste Glei- 
chung (1) dureh ein ausgezeichnetes Pseudopolynom in %: 

(7) R (u j , U 2 , • . . , Up } x ^ , . . . , x^j == 0 , 


ersetzen, und es genugt, vorauszusetzen, daB H irreduktibel sei. 
Betrachtet man jet zt die Funktion 
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am Gebilde (7), so hat man eben den in § 14 behandelten Fall vor 
sich. Insbesondere wird die Funktion 

JUt ? U*, • • *3 • » ■) %q) = (^2 J * * • j ^1? • • • ? ^<z) 

so beschaffen sein, daB 

(8) ip(u 2 , . . u P ; 0, . . 0) 

nicht identisch verschwindet, da sonst die gemeinsamen Nullstellen 
der p Fnnktionen (2) sich nicht auf den Anfang, (u) = (0) , be- 
schranken wiirden. 

Daraus ergibt sich, daB die Nullstellen von y)(u f x) nach 
eventueller Ausiibung einer geeigneten Transformation (3) die 
Wurzeln einer oder mehrerer ausgezeichneten irreduktiblen Pseudo- 
polynome in u 2 sind, deren Spitzen alle im Anfange liegen. 

Wiederholt hat man nun den friiheren SchluB, indem man die 
Funktion F z (u ly u 2 , . . . , u P ; x l9 . . x Q ) an jedem dieser letzteren 
Gebilde betrachtet, so liegt die Sache jedesmal genau so, wie im 
soeben ausfuhrlich besprochenen Falle, und damit gelangt man 
schlieBlich zur Gleichung (4) und zu den p — 1 weiteren darauf 
eindeutigen Funktionen Hiermit ist denn der Be- 

weis geliefert. 


§ 19. liber die Umkebrung eines Funktionensystems. 
Wird eine Punkttransformation durch die Gleichungen 


a) 


— fi ('W'l } * •• > W ', n ) , 


definiert, wobei fi sich im Punkte (b l 9 ...,b n ) analytisch verhalt 
und dort den Wert a* annimmt, und wo auBerdem die Jacobische 
Determinants ' 


dh 

dh 

% u l 

du n 

Ofn # 

.. d -k 

8 u ± 

du n 


d(u 1 } ..„u n ) 


dort nicht verschwindet, so lassen sich die Gleichungen (1) nach 
den u auflosen: 

(2) u i = <p i (x 1 ,...,x n ) 9 / = i , . . . , n, 

wobei cpi sich im Punkte (u x , . . . , a n ) analytisch verhalt und dort 
den Wert annimmt; vgl. Kap. 1, § 7. 
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Im iibrigen hat aneh die Jaeobisehe Determinante 

j, = 0(<p l9 . ■ . ,<p n . ) 

0 (Xl , ... , £ n ) 

im Punkte (a l3 ...,a n ) einen von Null verschiedenen Wert, und 
zwar ist allgemein 1 ) 

(3) JJ' = 1 . 

Im gegenwartigen Paragraphen wollen wir zwei Falle behan- 
deln, wobei J im Punkte (b l9 ... 9 b n ) verschwindet; vgl. den 2. 
und den 3. Satz. Wegen des identischen Versckwindens der Ja- 
cobischen Determinante vergleiche man § 23. Vorab moge aber 
noch folgendes bemerkt werden. 

1. Satz. 2 ) Sei fi(u lf . . . ,u n ), *= im Punkte (6 lt . • ., b n ) 
analytisch, und sei 

fi(b i, * . &«) = %• 

Tersclncindet dann die Jaeobisehe Determinante 

J — ’ • • » fn) 

d (% » • . - , u n ) 

im Punkte (b l9 . . b n ) , so kann das Gleiclmngssystem 

Xi = ft (u± , > i ~1, . . . , n, 

niemals eine eindeutige Umkehrung zulassen, 

Ut = (#•£ , . . . , £ n ) , a = i , . . . , n, 

loobei <pt a n ) siefo im Punkte a w ) analytisch verhdlt 

und dort den Wert 6 f annimmt. 

Ware der Satz falsek und bezeichnet man mit J' die Jacobi- 
sche Determinante der fur einen Fall, in welchem die ge- 
nannte eindeutige Umkehrung dock statt hat, so bestande hier die 
Eelation (3): 

JJ f = l. 

Da aber im Punkte (u) — (b) nach Voraussetzung J — 0 ist, wah- 
rend andererseits J 7 sich im Punkte (x) — (a) analytisch verhalt, 
so ist man hiermit zu einem Widerspruch gefiihrt -worden. 

1) Jacobi, Journ. fur Math 22 (1841) S. 819. 

2) Clements, Bull Amer. Math . Soc. f 18 (1912), S. 452. 
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Der analoge Satz betreffend reelle stetige Funktionen reeller 
Yariabelen bat nicht statt, wie das Beispiel zeigt: 

% = u 3 , y = v . 

Wir wenden uns jetzt zn einem zweiten Satze, dessen Beweis 
sich sofort ans dem Theorem von § 18 ergibt. 

2. Satz. Sei im Punkte (6 X , 

analytisch und sei 

b n ) ~ 

Ldfit dann das Gleichungssystem 

(A) X { =f i (U 1) ...,U n ), , = 

wenn Xi = a* gesetzt wird: 

== f i (^1 j • * * j ^n) ? / = 1 , . . . , 72 , 

rmr die ek simultane Losung 

U$ b$ , f =1, J2, 

2 % 50 la fit sich die Umkehrung des Systems (A) nacfo eventueller 
Ausubung einer linear en Transformation der u l9 . . .,u n , wie folgt, 
darstellen . 

Die eine Eoordinate u n genugt einer irreduktiblen pseudo- 
algebraischen Gleichung mit der Spitze im Punkte (a l9 . . . , a n ) : 

(B) H(u n , x l9 . . x n ) = uf t + A 1 u^~ 1 4 f- Ajt= 0. 

Die ubrigen Koordinaten u l9 . . ,,u n _ 1 sind eindeutig und stetig 
am Gebilde (B), und verhalten sich analytisch in den reguldren 
Punkten desselben. Sie lassen sich mithin an den gewohnlichen 
Stellen (sowie moglicherweise noch an gewissen sonstigen reguldren 
Stellen ) in der Form darstellen: 

Gi(u n ,x ij ...» ®b) p-/ dH 

n>i = -==77 \ 3 ri — , 4 = 1,..., 72 — 1, 

H'(u n ,Xi,. ..,x n )’ du n ’ 

wobei Gi ein Pseudopolynom mit gleicher Spitze ist und in solchen 
Punkten von (B) verschwindet, in denen zugleich auch H' = 0 ist. 

Der Satz wiirde sich d&n Satze von § 18 direkt subsumieren, 
indem man 

•D i (^1 j • • • ? j j * • * ? %q) ~ fi (W* l ? ♦ • •} 'W'Ti) 

setzt, wenn die eine Behauptung nur nicht ware, daB es bloB ein 
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einziges Gebilde (B) gibt. Urn diesen Punkfc zu erledigen, nehmen 
wir an, es gabe noch ein zweites irreduktibles Gebilde, wie jener 
Satz es verlangt : 

(4) K + a.u’;- 1 + ... + «, = 0 . 

Sei (x) = (a') ein Punkt, worin die Diskriminanten von (B) und 
(4) nicht versehwinden, und wo fur auch die Resultante von (B) 
und (4) von 0 verschieden ist. Sei ein Wertesystem 

welches dem Punkt (a') vermoge (B) entsprichfc, und 
ebenso ein durch (4) definiertes Wertesystem. Dann 

gestatten die Gleichungen (A) eine ein-eindeutige analytische 
Losung sowohl in der Nahe des ersten als auch in der Nahe des 
zweiten dieser Punkte. 

Nach dem 1. Satze versehwindet J in keinem dieser Punkte. 
Pemer kann man die Punkte durch eine Kurve verbinden, 
welche keinen Punkt mit dem Gebilde J = 0 gemein hat. Dieser 
Kurve entspricht aber auf dem Gebilde (B) in ein-eindeutiger Weise 
eine Kurve, welche vom Punkte (#) = (a') in einem bestimmten 
Blatte ausgeht und nach dem Punkte (x) = ( a ') in demselben 
bzw. in einem anderen Blatte wieder zuriiekkehrt, ohne dabei 
andere als nur regulare Punkte des Gebildes zu treffen. 

Hiermit sind wir aber zu einem Widerspruch gefuhrt. Denn 
der Wert u" ist eine Wurzel von (4), und im Punkte ( x ) = (a') 
sind ja die Wurzeln von (4) verschieden von den Wurzeln von (B). 
Damit ist der Beweis des Satzes erbracht. 

3. Satz. Sei /*(%, . . ., u n ), im Punkte 

analytisch, und sei 

* * *5 ^n) * 

Burch das Gleichungssystem 

(A) Xi = /*(%, . . .,u n ), i = 

wird eine bestimmte Umgebung T der Stelle ( u ) = (b) auf einen 
(i ein - oder mehrhlattrigen ) Bereich 8 des (x)- Baumes abgebildet. 
Sei (x {k) ) eine in S enthaltene Punktmenge mit der einzigen 
Hdufungsstelle (a), und sei (u (k) ) ihre Bildmenge in T. Damit 
letztere Menge stets die einzige Hdufungsstelle (u) = (b) hahe , ist 
notwendig und hinreichend, dafi das Gleichungssystem 

(4) • * •? ~ 

nur die eine in T gelegene Losung (u) = (b) zulasse . 
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DaB die Bedingung ausreicht, ergibt sich sofort ans dem 
zweiten Satze. 

Die Bedingung ist aber auch notwendig. Wiirden namlich 

die Gleichungen (4) in jeder Umgebung der S telle (u) = ( b ) eine 
von (b) verschiedene Losung zulassen, so inuBte es nach dem 
WeierstraBschen Satze, § 17, ein ganzes Gebilde g von Stellen 
(u) geben, welches an (b) hinanreicht und Losungen von (4) 
liefert. Sei (c) =)= (b) eine Stelle von g, welche in T liegt, und 
sei (u (k) ) eine in T gelegene Punktmenge, welche (c) zur einzigen 
Haufungsstelle hat und mit keinem Gebilde g einen gemein- 

samen Punkt aufweist. Dann haufen sich die Bildpunkte (#' } ) 

an der Stelle (x) = (a), was nun gegen die Voraussetzung 
verstoBt. 

Wegen einer Reihe von Satzen bezuglich der Auf losung des 
Gleichungssystems (1), § 18, bzw. der Umkehrung des vorstehen- 
den Gleichungssystems (1) im Palle die Jacobische Determinante 
verschwindet, ohne identisch zu verschwinden, vergleiche man 

Arbeiten von Bliss, Clements, Dederick, MacMillan und 
Urner. 1 ) 

§ 20. Fortsetzung. Eine gewohnliche Nullstelle der Jacobisclien 

Determinante. 

Sei 

(1) =fi(u l9 . • .,*0, e = 1 , . . . , 7/, 

wo fi sich im Punkte (u) = (b) analytisch verhalt und dort den 
Wert annimmt, und wo auBerdem die Jacobische Determinante 

j ^ (fl t • • - 3 fn ) 

d , • • * i j) 

dort verschwindet, ohne jedoch identisch zu verschwinden. Setzt 
man 

J = J ? * . . . J ’jj* 9 

wo Ji(u 19 . . ., u n ) im Punkte (b) irreduktibel ist, so soli die durch 
(1) definierte Abbildung in der Nahe einer gewohnlichen Null- 
stelle (u°) eines J k , in welcher kein anderes J z verschwindet, des 
naheren untersucht werden. 

Unter einer gewohnlichen Nullstelle von = J k verstehen wir 
eine solche, in welcher mindestens eine der Ableitungen erster 


1) Die genauen Zitate finden sich im Madison Colloquium , S. 196 — 198. 
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Ordnung nicht verschwindet. Wir iiben jetzt die Transformation 
aus: 


f U [ = • • •» U n), 

\u k =y,c ki (ui~u a ) 

t 


wobei die c u nur so gewaklt werden, daG 

i . 0 

d(u 1>t . ,,u n ) 

Wegen der bekannten Eelat-ionen 

^ L1 . .,5«) _ c( x 1} ...,x n ) d(ut, ..-,u n ) 

3(u' u .. .,<) d(u lt . . .,0 g(%, . . .,<) 5 

bat die Jacobische Determinante J' der transformiexten Funk- 
tionen 

( 3 ) ^=^(^,..., 0 , 

jf £ (®i >■ ••} 

~ ..X)’ 

den Wert 

u n ) , 

wo A = gesetzt ist und sicb im Anfange analjtiscb verhalt 
und dort nicht verschwindet, 

i2 (0 , . . . j 0) =4= 0 . 

Wir fragen jetzt nach dem Abbild im (#)-Ramne von der 
(2n — 2)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 

(4) J' = 0, d. h. u[ =0. 

Dasselbe wird durch das Gleichungssystem dargestellt: 

(5) (O y %2 ? • • •? 'U'n) > z = l, .,n. 

Hier sind offenbar zwei Falle zu unterscheiden, welche sich auf 
den Sang der Matrix 


cF t 

iF ' 

du<2 


SFn 

..aF* 

duC 



bezieben, wenn darin u\ = 0 gesetzt wird. 



§ 20. Fortsetzung. Eine gewohnliche Nulls telle der Jacobis chen Determinante 143 

Fall I. Es gibt mindestens eine (n — l)-reihige Determinante 
ans der Matrix, welche nicht identisch verschwindet, wenn = 0 
gesetzt wird. 

Fall II. Jede (n — l)-reihige Determinante ans der Matrix 
verschwindet identisch, wenn u[ = 0 gesetzt wird. 1 ) 

Wir wenden nns znerst der Behandlnng von Fall I zu. Hier 
ist es immer noeh denkbar, dafi samtliche (n — l)-reikige Deter- 
minanten ans der Matrix im Anfange (u') = (0) verschwinden. Bei 
nicht-spezialisierter Wahl yon (u°) trifft dies indessen nicht zn, 
wie wir nachtraglich noch beweisen werden. 

Setzen wir also vorans, daB etwa 

• = 

! d(u' 2 ,...,u' n ) 

im Anfange nicht verschwinde, da jeder andere Fall dnrch Ver- 
tauschnng der F l9 ,.. 9 F n anf diesen zuruckgefuhrt werden 
kann. Alsdann lassen sich die letzten n — 1 Gleichungen (5) nach 
den u 2 , . . . , v! a eindentig nnd analytisch auflosen. Tragt man 
diese Werte in der ersten Gleichung (5) ein, nnd setzt man dabei 

F i (0 , u 2 , . . . , u^j = H (x 2 , . . . , x n ) , 

so wird das Gebilde (5) in der Form dargestellt: 

(7) % = H(x 2 , . . ., x n ), 

wo H sich im Punkte {x \ , . . . , analytisch verhalt nnd dort 
den Wert x\ annimmt. 

Wir fiihren jetzt eine nicht- singular e Transformation nnter 
den x £ ans, indem wir 

x jl = FL (x 2 , . . . , ic n ) , 

x k =x k —xl, 

setzen. Die Jacobische Determinante dieser Transformation hat 
den Wert 1, 

d ( x t , . . . , x n ) ^ 

d(x x , . . x n ) 

1) Fur Fall I ist das Beispiel 

x = u 2 , y = v 

bezeichnend. Zur Beleuchtung von Fall II diene das Beispiel 


x = uv. 


y = u . 
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Die (x f ) hangen von den (u f ), wie folgt, ab: 


(U± 5 Wj% j • • • 9 ^n) 1 > ^2 9 • * • 3 ^n) 

(9) 

X 'l: = F k(. U 'l> •••><) — tf., k = ->- - n ’ 

wobei co {%[ , . . . , w' ) sich im Anfange analy tisch verhalt und 
nieht identisch verschwindet, sonst miiBte ja J* identisch ver- 
schwinden. Im ubrigen soil co dort nieht durch u\ teilbar sein. 
Wir wollen zeigen, daB 

<u (0 , . . . , 0) 4 s 0 . 

In der Tat ist 


cx\ 

Su[ 

= u[ m 

if , / Boo 1 

~ 1 \mco + u. 

L 3 ou t j 

Bx i 

nt'm 

Bco 

du' k 

— u 1 


dx, 



du\ 

du[ 

9 


Hieraus ergibt sich, daJ3 

J"= = u' m -'\mjco + u'M], 

c(u[,...,u'J 1 L ' 1 1 J’ 


WO 91 = SI (u[y . . . , u' n ) sich im Anfange analytisch verhalt. 
ist aber 

d (x ^ , , . , , x n ) B (x± , . . . , x n ) d (#i ? » • ♦ ? x n ) 

d(u\ d(x lf . . x n ) . .,u ' n ) 9 

also : 


Mithin muB 


J" = J'. 


u'^-^lynjco + u{W\ = u x l Q. 


Nun 


Die rechte Seite dieser Identitat ist genau A-mal durch u[ 
teilbar. Der durch die eckige Klammer ausgedrlickte Faktor 
links ist nieht durch u[ teilbar. Darum muB 


m — 1=2, mjco + ^ Q 

sein. Da Q(Q , . . 0) = 4 = 0 ist, so ergibt sich, daB 

CO (0 y . . . , 0) =|= 0 
ist, was zu beweisen war. 
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Es bleibt nur noch iibrig, die nicht-singulare Transformation 


( 10 ) 


u'= u[ ]/&) , 

u" = U k , A = 2 , . . . , n. 


auszuiiben. 
formation : 

(ii) 

wo 


Hiermit erhalten wir nunmehr die endgiiltige Trans- 


< = uf m , 

<■= o, 


• • • 

rt\ 

’ U n) = 

= F lt (u 1 ,u 3 , . 


1 d(u ' 2 ', . 

■;®n) 

• ..o' 

+ u'^{u'[, . 

• •><) 


A = 2 , . . . , to, 


und 91 sich im Anfange analytisch verhalt. 

Durch Einfiihrang einer weiteren Transformation laBt sich 
das Ergebnis am deutliehsten erkennen. Sei 


( 12 ) 

Dann ist 


Si = <, Is = , <) , 


d{u" s 


in) 

K) 


( 0 ) 


H= 0, 


A = 2 , . . . , to. 


und die Transformation erweist sich somit als nicht-singular. 
Jetzt nimmt (11) die Form an: 


(ib) x\ = rr, «;«£», - 

Passen wir das Eesultat in einen Satz zusammen, so konnen 
wir sagen 1 ): 

1. Satz. Im Falle I lafit sich die vorgelegie Transformation 
T, d. h, die in der Nahe der Stelle (u°) beiracktete Transformation 
(1), wie folgt, in Faktoren zerlegen . 

а) Sei T x das Produkt der drei nicht-singularen Transforma - 
iionen (2), (10) und (12) ? 

T ± : Si ={?,-(%,.. .,u n ), 

m . o- 

d(u lt ... f u n ) |(to<V * 

б) Sei T 2 die singuldre Transformation (18); 


1) Doch vorlaufig noch unter der am Eingange des Beweises vermerkten 
Einschrankung. 

Osgood, Funktionentheorie. II, 1. 2. AufL 


10 
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c) Sei T 3 die nicht-singulare Transformation (8). Dann ist 


T = T^T 2 T ± . 


Jetzt werfen wir die Frage auf: Wie erkennt man an den ur- 
spriinglichen Funktionen /*(%, . . . , u n ) , ob Fall I oder Fall II vor- 
liegt? Zur Beantwortung dieser Frage dienen die n die Reihe in 
den Ableitungen von ft enthaltenden n-reikigen Determinanten aus 


der Matrix 



1 £3 

as 

3S | 

T 

i cu t 

Cn 2 

du n 


: 3fi 

bfi 

oh 


(14) ! dux 

i 


cu n 

i 

' din 

din 

efn 


! 9% 

du% 

du n 


Durch die Transformation (2) 

geht jede dieser 

ten, bis auf einen nicht verschwindenden Faktor, in 

chende Determinante aus der Matrix 

! 8 S' 

SS’ 

aar ; 


!j cu[ 

du 2 

d< 


: SF 1 

dF x 

8F, \ 


(15) ! cu{ 


| 


jj cF n 

cF n 

SF n 


II cu\ 


8K ! 



uber, wobei ft' die transformierte Funktion aus ft bedeutet, also 


rw „ / 

Nun erkennt man sofort, daB es im Fall I stets eine n-reihige 
Determinant© aus (15) gibt, welche nicht identisch verschwindet, 
wenn u[ = 0 gesetzt wd, und also nicht durch u[ im Anfange 
teilbar ist. Demgemafi laBt sich die entsprechende Determinante 
aus (14) zunachst im Punkte (u°), mithin aber auch im Punkte 
(b), nicht durch ft teilen. 

Diese Bedingung laBt sich offenbar umkehren, und wir haben 
somit das Ergebnis. 

2. Satz. Damit Fall I vorliege , ist notwendig und hinreichend, 
dafi mindestens eine der n-reihigen Determinanten aus der Matrix 
(14) im Punkte ( b ) nicht durch ft teilbar sei. 
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Wir sind nunmehr in der Lage, den in Aussicht gestellten 
Nachweis zu liefern, daB namlich im Falle I, bei nicht-spezialisier- 
ter Wahl der S telle (u°), mindestens eine (n — l)-reihige Determi- 
nante ans der Matrix (6) im Punkte (u f ) — (0) nieht verschwin- 
det. 1st etwa 


88 

a o 

88 

duj. 

cu z 

du n 

8/ 2 

8/a 

8/a 


du 2 

du n 

Cfn_ 

Ofn 

*~-+. 

du L 

du 2 

cu n 


im Punkte ( b ) des Gebildes Q = 0 nicht durch $ teilbar, so kann 
A doch denkbarerweise dort verschwinden. Damn bilden aber 
die in der Nahe von (b) belegenen gemeinsamen Nullstellen von 
3 und A nur eine (2 n — 4)-fach ausgedehnte Mannigf altigkeit , 
und hiermit sind wir zum folgenden Satze gefuhrt. 

8. Satz. Als brauchbare Stelle (u°) im Fall I gilt jede gewohn- 
liche Stelle des Gebildes $ = 0, in icelcher kein weiterer Faktor J 7c 
von J verschwindet und in welcher aufierdem mindestens eine 
n-reihige Determinante aus der Matrix (14) von null verschieden ist. 
Hiermit bilden die A usnahmepunkte des Gebildes $ = 0 hochstens 
eine (2 n — 4 )-fach ausgedehnte Mannigf altigkeit. 

Der Vollstandigkeit kalber fiigen wir noch hinzu: 

4. Satz. Damit Fall II eintrete, ist notwendig und hinreichend, 
daj3 alle n-reihigen Determinanten aus der Matrix (14) in jedem 
Punkte der Mannigf altigkeit $ = 0 verschwinden, und darum auch 
in (b) durch Q teilbar seien. 

Beispiel. Sei 

x = u, y = v, z = uw 2 . 

Dann ist 

J = 2 uw. 


Die Punkte der Mannigfaltigkeit J = 0, wofur 
QJ='M;=0, u = j= 0 

ist, subsumieren sich unter Fall I; diejenigen, wofur 


rv 

3 


u 


0 , 


ist, gehoren zu Fall II. 


10 * 


w 4= 0 
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Die Zusammensetzung der Transformation (1) im Falle II 
ist neuerdings von Koopman 1 ) des naheren untersueht worden, 
der zu folgendem Resultate gefuhrfc ist. 

5. Satz. Im Falle II la/3t sich die Transformation (1) in der 
Umgebung einer nicht-spezialisierten Stelle der J acobischen Fldche 
J = 0 durch Ausubung einer geeigneten nicht- singular en Trans- 
formation unter den x 1 ,...,x n einer seits, sowie einer ahnlichen 
Transformation unter den u n andererseits auf die Formal- 

form hr ingen, wo die oo iq im Punkte (0) analytisch sind: 

' = wf , 

a* 

< Xi (D iq (U i + 1 , . . U n ) + + U{, 

•/ = ° 

X) = ur, 

i=Q,...,n — r; j = n — r + 1 , . . n; 

O^r^w — 2; 0 ^ X n _ r g ^ A* ^ 1 2 . 

Durch die erste und die r letzten dieser Gleichnngen erhalt 
man zunachst 

Ui = ~l/xi, u n _ r 4. i = x n _ r 4 1 , • • • ) u n =5 x n . 

Tragt man diese Werte in der letzten der ubergebliebenen n — r — l 
Gleichungen ein, so entsteht hierdurch eine lineare Gleichung zur 
Bestimmung von u n _ r . Aus der zweitletzten Gleichung wird dann 
u n ^ T _ 1 in ahnlicher Weise berechnet; usw. 

Wahrend im Fall I die (2n — 2)-fach ausgedehnte Mannigfal- 
tigkeit 3 = 0 auf eine derselben Dimensionalitat im (^)-Raume 
abgebildet wird, tritt dies im Falle II nie ein; vgl. § 28. 

Die Determinants A tritt wohl zum ersten Male bei Dede- 
rick 2 ) auf. Im wesentlichen behandelte er Fall I, wenn J im 
Punkte (b) irreduktibel ist. Clements 3 ) kniipfte an das Dederick- 
sche Besultat an und behandelte im wesentlichen Fall II, wenn 
J = ist. Doch hatten beide Mathematiker den Begriff der Zer- 
legung von J in Faktoren nicht, und die Beziehung der von ihnen 
behandelten Falle zum allgemeinen Falle J(6) = 0, J(u)~ j=0, 
wurde nicht aufgedeckt. 


1) Bull. Amer. Math. Soc. (2) 84 (1928) p. 565. 

2) Trans. Amer . Math. Soc. 14 (1918) S. 143. 

3) Bull. Amer. Math. Soc. 18 (1912) S. 454. 
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Aus den Untersuehungen dieses Paragraphen geht auch der 
folgende Satz von Cdements 1 ) hervor. 

6. Satz. Die Gleichungen (1) konnen niemals eine ein-eindeu- 
tige Bezieliung zwischen den Punkten der Umgebung der Stelle 
(u) = (b) und denjenigen der Umgebung der Stelle (x) = (a) definie- 
ren, wenn J (h ly . . .,b n ) verschwindet 

§ 21. tiber die Parameterdarstellung im Kleinen. 

Wird eine implizite Funktion eines Arguments durck die 
Gleichung 

G(x, y) = 0 

definiert, wobei G im Anfange irreduktibel ist, so laBt sich be- 
kanntlieh das entsprecbende Gebilde in der Nahe des Anfangs 
durch ein Gleichungspaar 

* = /(<)» y = <p(t) 

parametrisch darstellen, wobei / und cp beide im Punkte t = 0 
analytisch sind und dort verschwinden. Des weiteren entspricht 
nicht nur jedem Werte von t ein Punkt (x, y) des Gebildes, son- 
dern auch umgekehrt fuhrt jeder Punkt des Gebildes zu einem 
einzigen Werte von t, — beidemal vorausgesetzt, daB man sich auf 
eine geeignete Nachbarsehaft des Anfangs beschrankt. 2 ) 

Der entsprechende Satz wiirde im allgemeinen Falle, wie folgt, 
lauten. Yorgelegt sei das Gleichungssvstem 

(1) Gi(z l9 . . .,z n ) = 0, 

wobei Gi(z 1} . . z n ) eine im Anfange irreduktible Funktion ist. 
In jeder Umgebung des Anfangs mdge es noch einen zweiten 
Punkt geben, welcher eine simultane Losung des Systems (1) lie- 
fert. Nach dem zweiten WeierstraBschen Satze, § 17, wird dann 
ein oder mehrere durch den Anfang gehende Gebilde g definiert. 
Und nun muBten die Koordinaten der in der Nahe des Anfangs 


1) a. a. 0., S. 458. 

2) Damit soil nicht gesagt sein, daB es nicht noch einen anderen Zweig 
des durch die Gleichung (1) definierten monogenen analytischen Gebildes gibt, 
der durch die Umgebung des Anfangs hindurchgeht. Es kann deren sogar 
unendlich viele geben, wie z. B. bei der Funktion y = x arc sin x im Punkte 
x = 0. Wir haben es aber hier nur mit dem einen zu tun, dessen Punkte der 
Gleichung G — 0 entsprechen. 
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gelegenen Punkte eines jeden dieser Gebilde parametrisch darstell- 
bar sein. indem man 

Z . = (pj(t l7 l^mSn 1, 

setzt, wobei qjjfa, . . t m ) sich im Anfang analytisch verhalt und 
dort verschwindet, und zwar geschieht dies so, daB zwischen den 
betreffenden Punkten (z l3 . . z n ) des Gebildes g, bei gehoriger 
Zahlung ihrer Multiplizitat . und den Punkten der 

Umgebung des Anfangs eine ein-eindeutige Beziehung stattfindet. 

Dieser Satz ist stets wahr*, sofern m = 1 ist. In den hoheren 
Fallen, m > 1, braucht er jedoch nieht zu gelten, und zwar schon 
aus dem Grunde, weil der Baum der (t): 

| t k | < h , *-i, . >w , 

offenbar ein linear einfaeh zusammenhangender ist, wahrend der 
Baum der den Gleiehungen (1) genugenden, an die Belation 

I I ^ 9 9 i = 1 , . . . , n, 

gekniipften Punkte selbst dann mehrfach zusammenhangen kann, 
wenn man sieh auf eine noch so kleine Nachbarschaft des Anfangs 
besehrankt, wie das nachstehende Beispiel zeigt. 

Beispiel. Sei 

(2) G(x, y,u) = y vP 4 eft + g 2 xy 2 + g 3 if = 0, 

9t - 27 g\ + 0 . 

Die endlichen Punkte dieses Gebildes lassen sich, wie folgt, 
parametrisch darstellen. Ist zunachst y=\=0, so setze man 

(3) x = gp(r), y = Q, u = op'(t), 

wobei o nur den Wert 0 meiden soli, wahrend r in einem geeig- 
neten PeriodenparaUelogramm T exklusive des Anfangs liegt. 

Hieraus kann man noch eine Darstellung gewinnen, wobei 
die Ausnahmestellung der Punkte y = 0 in Wegfall kommt, indem 
man g durch a vermoge der Transformation 

(4) Q = err 3 
er setzt. So kommt: 

x = <jz[t 2 p( t)], 

y = a**, 

U = or[ T 3 ^'(t)]. 



( 5 ) 
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Die in Klammern stehenden Funktionen weisen im Punkte r = 0 
eine hebbare Singularity auf, welehe noch durch die gehorige Er- 
ganzung der Definitionen dieser Funktionen in jenem Punkte ge- 
hoben werde. 

Beschrankt man nun den Punkt (g>t) auf den Bereich (S, T), 
wobei S die ganze endliche u-Ebene bedeutet, so liefern die For- 
meln (5) lauter endliche Punkte des Gebildes (2). 

Umgekehrt gewinnt man so jeden solchen Punkt (x,y 9 u), 
und zwar jeden nur einmal, mit der einzigen Ausnahme des An- 
fangs (; x,y ,u ) =(0,0,0), welch em ja die ganze Mannigfaltig- 
keit (0,r) zugeordnet wird, wobei r beliebig in T liegt. Mit ande- 
ren Worten herrscht eine ein-eindeutige Beziehung zwisehen den 
endlichen Punkten von (2) und den Punkten des Zylinderbereiches 
(S, T), bis auf die genannte Ausnahme (ein-eindeutige Bezie- 
hung mit einem Fundamentalpunkt und -linie). 

Wir konnen aber nun weitergehen und behaupten: 1st 
(x 0) y 0 , u 0 ) 4= (0,0, 0) eine beliebige endliche Stelle von (2), so 
lassen sich stets zwei der drei Koordinaten x,y,u so wahlen, 
daB, in der Nahe dieser Stelle, umgekehrt <y, r analytiseh von 
diesen beiden Variabelen abhangen. 1st namlich y o =^0, so ziehen 
wir die Gleichungen (8) heran: 

Q = y, fW = y, bzw- F'W = -f- 

Die erste der beiden letzten Gleichungen laBt sich nach r auflosen, 
sofern nicht gerade 

u Q = 0, also p' (r Q ) = 0, 

ist. Sollte indessen dieser Fall eintreten, so zieht man die letzte 
der beiden genannten Gleichungen zu Bate. Dann ist sicherlich 
P” ( r o) 4= 0 * denn 

p"(r) = 6p(r) 2 — ~g 2 , 

und dieser Ausdruck kann wegen der Belation 

gl-27gl+0 

nicht zugleich mit 

p’ (t) 2 = 4 p (r) 3 — g 2 p (r) — g 3 

verschwinden. Endlich wird a vermoge (4) bestimmt, da r hier 
nicht verschwindet. 
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1st andererseits y Q = 0 , so ist x Q = 0 , u Q =j= 0. We gen der 
dritten Gleiclmng (5) muB a 0 4= 0 sein, und wegen der zweiten jener 
Gleiehungen muB somit t 0 = 0 genommen werden. Wir bilden 
jetzt die Gleiehung 

t[t V(t)] a: _ 

[t 3 y/(T>] w 

Diese la£t sieh nach r auflosen, und zwar so, da£ r analytisch 
von (x, u) in der iNalie der Stelle (%o> ^o) abhangt, da namlich 
jede der eckigen Klammern im Punkte r = 0 einen von 0 ver- 
schiedenen Wert hat. Endlieh erhalt man a aus der Gleichung 

U 

ff= [f/wr 

Was die Eandpunkte (cr,r) des Bereiches (S, T) anbetrifft, 
so maehen wir eine ahnliehe Verabredung wie im Bd. I, Kap. 10, 
§ 6. Ist etwa (ct 0 ,t 0 ), c7 0 + 0, ein soldier, wofiir t 0 = + $• t 0 co', 

— 1 < t 0 < 1 ist, und ist (ar 0 , y 0 , «o) der entsprechende Punkt 
von (2), so liefert die voile Umgebung von (a 0 , r 0 ) die Umgebung 
der Stelle (a: 0 , y 0 , u 0 ) von (2). Dabei liegt ein Teil der zugehorigen 
Punkte (a, r) auBerhalb (S', P). Diesen entspreehen aber Punkte 
(o', x‘) dieses Bereiches, indem man 


X* = T — &) * 



setzt. 

Bemerkt sei noch 5 daB aus der vorstekenden Parameterdar- 
st, ell iing die Irreduktibilitat der Punktion G(x,y,u ) im Anfange 
direkt zu erschliehen ist. 

Jetzt haben wir alle Hilfsmittel gewonnen, urn das in Aussicht 
genommene Besultat zu erhalten. Sei also 

R: \x\<g, \y\<9, M <9> 0 <9> 

eine beliebig kleine Umgebung des Anfangs (x, y, u) — (0, 0, 0). 
Innerhalb R werde eine einfache regulare nicht dureh den Anfang 
gehende gesehlossene Kurve C auf der dem Gebilde (2) ent- 
spreehenden (vierdimensionalen) Biemannschen Manmgfaltigkeit 
wie folgt, gezogen: r moge eine Seite des Periodenparallelo- 
gramms durchlaufen, wahrend a zugleich einen kleinen Kreis 
| a | = e beschreibt. 
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Wir lassen nun diese Kurve C sich stetig andern, ohne jemals 
durch den Anfang zu gehen. Ich behaupte: selbst dann, wenn C 
nicht auf die Umgebung des Anfangs beschrarikt wird , sondern sich 
frei im Endlichen beivegt, doch so, daft C nie durch den Anfang geht, 
Tcann G niemals stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden. 

In der Tat entspricht der Kurve G nach dem Vorausgeschick- 
ten in ein-eindeutiger und stetiger Weise eine Kurve F des Berei- 
ches (S, T). Andert sich C stetig, so andert sich auch F stetig; 
denn die vier-dimensionale Umgebung eines beliebigen Punktes 
von G wird ein-eindeutig und stetig auf eine entsprechende vier- 
dimensionale Nachbarschaft des Bildpunktes von F bezogen. 
Daraus folgt aber noch, daB G sich in einem vier-dimensionalen 
Rohrehen einbetten laBt, dessen Punkte ein-eindeutig und stetig 
auf die Punkte eines zweiten die Kurve F umfassenden Rohrchens 
bezogen werden. 

Es genugt schon, wenn wir solche Kurven G in Betracht zie- 
hen, welche zu Kurven F fiihren, denen regulare Kurven der a- 
und der r-Ebene entsprechen. Dann wird aber die Kurve der 
r-Ebene stets aus einer Breitenkurve der dem Periodenparallelo- 
gramm entsprechenden Ringflache durch stetige Verzerrungen her- 
vorgehen, und daraus folgt dann, daB sie niemals stetig auf einen 
Punkt zusammenschrumpfen kann. 

Wenn also ein stetiges Zusammenziehen von G auf einen 
Punkt schon im GroBen nicht moglich ist, geht das im Kleinen 
erst recht nicht an. 

Angesichts des voraufgehenden Beispiels wird klar, daB der 
Satz im Falle n > 2 doch nur in beschrankterer Formulierung gel- 
ten kann. Fur den Fall n = 3 ist der Beweis von Black 1 ) 
durchgefiihrt worden. Seine Resultate lauten, wie folgt. 

Satz. Sei G(x,y,z ) im Punkte ( a,b,c ) irreduktibel und sei 

T: \x — a\ <h, \y — b\<h, \z~c\<h, 

eine geeignete Umgebung des Punktes (a,b, c). Dann la/3t sich das 
Gebilde 

G(x, y,z) = 0 

im Bereiche T durch eine endliche Anzahl yarametrischer For mein 


1) Proceedings Amer . Acad. Arts and Sci. 37 (1901) S.287. 
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folgender Art darstellen: 

X = fn{u, v), y = <p„(u,v), z=ip e (u,v), 9 = 1, 

wo f Q ,(p Q , ^ a s id l e ^ nem Bereiche 

S: \u\ <y, \v\ <y 

analytisch verhalten. Jedem Punkte (x 0 , y 0 ,2 0 ) + ( a > c ) von ^ 
entspricht mindestens ein Wert q 0 , wofur die Gleichungen 

= f q S u ’ v )> yo = <P<>S U > v )> = y > Qo ( u > v ) > 

eine Wurzel in Z zulassen, und zwar lassen diese Gleichungen dann 
niemals eine zweite Wurzel in Z zu . 

Deni Punkte (a,b, c) entspricht stets ein Punkt in Z fur jeden 
Wert von o. Es hcmn vorkommen , daft die Funktionen / ?J cp^, ip Q 
so geivdhlt werden konnen , dafj sich nur ein Punkt ergibi. 1m allge - 
meinen trifft dies indessen nicht zu, es gibt vielmehr fur jeden Wert 
von q eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Stellen in Z, 
welche den Punkt (a,b, c) liefern. 

Aus dem Blackschen Satze kann man eine gewisse Einsieht 
in die Falle n > 3 gewinnen, indem man den besonderen Fall 
G(z 1 , . . z n ) — G(z l9 z 2 , z 3 ) betrachtet. So erkennt man denn, so- 
fern eine Verallgemeinerung des Satzes wirklich stattfindet 1 ), daB 
dem Punkte (a l9 .,.,a n ) im allgemeinen nieht nur ein Punkt in 
jedem Bereich Z entsprechen wird, sondern daB die Punkte einer 
(2n — 4)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit diesem zugeordnet 
werden. Des weiteren wird der Punkt (a) aueh nicbt mehr der ein- 
zigste in T sein, dem die Punkte soldier Mannigfaltigkeiten ent- 
sprechen, vielmehr wird es deren eine (2n— 6)-fach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit in T geben. 

§ 22. Bortsetzung. Sin Beispiel. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gezeigt, daB ein 
durch eine Gleichung 
(1) G(x,y,z) =0 

definiertes Gebilde, wo G im Anfang irreduktibel ist, nicht stets 


1) WeierstraB gab an, daB eine Verallgemeinerung gelte, ohne jedoch 
naher zu prazisieren, worm dieselbe besteht; Werke 3, S. 103 — 104. Die 
Kobbsche Behandlung der Sache ist vollig ungeniigend; Joum. de math. (4) 
8 (1892) S. 385. 



155 


§ 22. Fortsetzung. Ein Beispiel 
(lurch eine Parameterdarstellung 

(2) x=f(u,v), y = <p(u,v), z = ip(u,v), 

wo f,<p,ip sich im Anfang analytisch verhalten und dort ver- 
schwinden, in der Nahe des Anfangs uniformisiert werden kann. 

Wir wollen jetzt das Umgekehrte dartun, indem wir durch 
folgendes Beispiel feststellen, daB ein durch die Gleichungen (2) 
definiertes Gebilde nicht notwendig einer Relation von der Form 
(1) geniigt. 

In der Tat sei 1 ) 

(A) x = u, y — uv, z=uve v , 

und sei G(x,y,z ) eine im Anfang analytische Funktion, welche wir 
nun in eine Reihe homogener Polynome entwickeln wollen: 

G(x, y, z) — G 0 + Gr x + G 2 + • • • 

Setzen wir 

G n = A 0 x n + (A^ + B^x 71 - 1 + (. A 2 y 2 + B 2 yz + C 2 z 2 )x n -* 4 , 

und tragen wir hier die Werte von x } y,z aus (A) ein, so kommt: 

(3) u n { A 0 + (A ± + B 1 e v ) v + ( A 2 + B 2 e v + G 2 e 2v )v 2 +•**}* 

Soil nun G(x,y,z) durch die Funktionen (A) identisch zum 
Yerschwinden gebracht werden, so muB die Entwicklung von G 
nach aufsteigenden Potenzen von u gliedweise verschwinden. Dem- 
nach muB die in (8) stehende geschweifte Klammer identisch ver- 
schwinden. 

Hieraus folgt aber zunachst, daB A 0 und die aus den runden 
Klammern bestehenden Koeffizienten der Potenzen von v einzeln 
verschwinden. Denn, sei v = v ± ein beliebiger Wert von v. Dann 
verschwindet die geschweifte Klammer insbesondere fiir die 
Werte 2 ) 

(4) v = v 1 + 2kjci y *= o,i,. 

Das gibt aber n + 1 lineare homogene Gleichungen in A 0 und den 

1) Osgood, Transactions Amer. Math . Soc. 17 (1916) S. 2. 

2) Es konnte befremden, daB wir Werte von v bentitzen, welche nicht in 
der Nahe des Anfangs liegen. Da aber jede geschweifte Klammer eine 
ganze Funktion von v ist, welche identisch verschwindet, so ist dies offenbar 
erlaubt. 
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n runden- Klammern, und zwar besteht die Determinante der- 
selben aus dem Produkt der Differenzen der Zahlen (4). 

Daraus erkennt man endlich, daB auch die einzelnen Koeffi- 
zienten verschwinden miissen, Denn ein Ausdruck von der Form 

A + Be 9 + Ce 2v H (m + 1 Glieder) 

geht duroh die Transformation 

f = e* 

in ein Polynom iiber. 

Will man das Beispiel anf mehr als drei Yariabele x, y,z aus- 
dehnen, so kann man das vorstehende Beispiel als solches betrach- 
ten, indem man die weiteren Koordinaten direkt gleich den beziig- 
lichen Parametern setzt. 

§ 28. Vom identischen Versehwinden der Jacobisclien 
Determinante. 

1. Satz. Sei fi(u 19 . . .,u n ; y l9 . . .,y m ) ==fi(u,y), 

Punlcte (b l9 . . b n ; p 1} . . . , p m ) = (M) analytisch , und sei 

fi(b,P) =<*i, ^=1,.. 

Verschwmdet dann die Jacobische Determinante 

J __ $ (fl* m • fn ) 

~3 {U\ j * * • t Uji) 

identisch in alien n -f- m Argumenten, so gibi es einen in einer be - 
liebig vorgeschriebenen Umgebung des P unkies (a 19 . . a n ; f$ 19 . . fi m ) 
= (a, {£) belegenen Punkt (a[ 9 . . a' ; /J'J = (a' } ft') und 

eine im Punkt {a', ft 1 ) analytische, und zwar dort irreduktible Funk - 
tion Q(x x , . . x n ; y 19 . . .,y m ) der art, dap, wenn man in letztere 

(1) (u x , • • • j U n , y x , * * • j Vm) > /— 1 , . . n, 

eintrdgt, die Funktion Q dadurch identisch zum Verschwinden ge- 
bracht wird. 

Insbesondere durfen die Variabelen y 1 ,..,,y m samtlich fehlen . 

Der vorstehende Satz ist bloB ein besonderer Pall des folgen- 
den Satzes, dessen Beweis denn auch den Beweis jenes Satzes mit 
einbegreift. 
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2. Satz. Der verallgemeinerte Satz. Sei fi{u l9 . . u n ; 
Punkte 

analytisch , und sei 

f i (b,P)=a i> , P . 


V erschwindet dann jede Determinante (q + l)-ter Ordnung aus der 
Matrix 


(2) 


3/i 

3/i 

du x 

cu n 

df» 

its. 

du 1 

du n 


too £> ^ 0 Ideiner als die kleinere der beiden Zahlen n , p ist , 

identisch , so gibt es einen in einer beliebig vorgeschriebenen Umgebung 
des Punktes (a 19 . . a P ; ft l9 . . ., /? m ) — (a, /?) gelegenen Punkt 
(a', /?') , wobei 

ai = fi(V,P')> i = 


ist, und ferner gibt es, bei passender Wahl der Indizes der Funktio- 
nen f i9 p — Q im Punkte (a[, . . j3[, . . /S^) analytische 

Funktionen co 7c derart, dafi die Gleichungen 

(3) 2?7c = COfc (#1 j • • • ? ^ ? J/i > • • • j Vm) > = <3 + 1 , . . . , p, 

durch die Substitution 

(4) x i =f i (u l9 ... 9 u n ; y 19 --;y m ), 

identisch erfullt werden: 

(5) /fc — (/l 9 • - • i f q) Vl 9 • • • 9 Vra) 9 & = + 1 , Pj 

wobei nun die Argumente aus den Variabelen u l9 . . . 9 u n ; y v . . y m 
bestehen und in der Umgebung des Punktes (b r , /}') gelegen sind . 

Insbesondere darf jede Stelle (u,y) als Punkt (b',/3') genommen 
werden, an welcher eine Determinante Q-ter Ordnung aus der Matrix 
(2) nicht verschwindet . 

Im Dalle £ = 0 ist der Satz evident, da hier keine Funk- 
tion fi von den (m) abhangt und cd* keine Argumente (a?) 
enthalt , sondern nur von den (y) abhangt , also einf ach = f k , 
k = l,...,p, gesetzt werden soil. Sollten aueh die (y) fehlen, 
so wiirden sich die Gleichungen (3) auf das System x h = c k re- 
duzieren, wo c k eine Konstante bedeutet. 
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Sei also g > 0 . Unbesehadet der Aflgemeinheit konnen wir 
annehmen, daB die Determinant e 

J — ^ ( /i> * * n Ad 

d{u ly ...,Uo) 

nicht identisch verschwindet. Demi erstens gilt der Satz offenbar 
fur g, wenn er schon fur o' < g gilt; und zweitens ist es ja nur 
eine Frage der Bezeichnung, ob gerade diese oder eine andere De- 
terminant© g-ter Ordnung nicht identisch verschwindet. 

Sei nun (b [ , . . . , V n ; fc , . . . , fi'J = (b', 0') ein Punkt der 
Umgebung von (&,/?), in welchem J nicht verschwindet, und wo* 
fiir auBerdem der Punkt (a r , ft') in der genannten Naehbarsehaft 
von (a, fi) liegt. 

Alsdann lassen sich die ersten g der Gleichungen (4) , 
i = 1, . . g, in der Nahe des Punktes (b\ ft') nach u l9 . . u Q 
analytisch auflosen: 

% =:: <pi(% 1 9 • * * 3 9 ^ + 1 9 • • • 9 5 Vl 9 • * • 9 Vm) 9 1 , . . 

Tragt man diese Funktionen in den letzten p — g der Glei- 
chungen (4) an Stelle von u { ein, so kommt: 

— f 7c (fp 1 3 * * • } tpq 9 'U'q + 1 9 * * * 3 3 Hi > • • • 9 Vm) 

k=y + l, 

^ (Djc (%i , • • • 9 + 1 ? • • * 9 u n ; y 19 . . y ^ . 

Und nun behaupte ich: die Funktion co k hangt nicht f von 
Ui, i=^ + i, ab. 

In der Tat wd die Ableitung durch die Gleichungen 
bestimmt : 

__ dfa \ ... \ $fa i 3 fa 

du z du x dui dun du x ‘ du x 

rv 3fj dU i , . Cfj d^Q dfj 

~~ dv^ dui 1” * * * ~r ~r 

wobei k unter den Zahlen g + 1 , . . .,n behebig gewahlt und dann 
festgehalten wird, wahrend j sukzessiv die Werte durch- 

lauft. Nach der Theorie der linearen Abhangigkeit 1 ) laBt sich die 


1) B6cher, Algebra , Kap. 3. Insbesondere beruht unser Beweis bloB 
auf den allgemeinen Entwicklungen bei Boeher, Nm. 13, 14. Will man noch 
den 1. Satz von Nr. 16 dort voraussetzen, so ergibt sich unser Besultat daraus 
ohne weiteres. 
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rechte Seite der ersten dieser Gleiehungen linear durch die rech- 
ten Seiten der iibrigen q Gleiehungen ausdriicken, und da nun 
die’ q + 1 Gleiehungen bekanntlich eine simultane Losung zulassen, 
so muB eben 

du>k _ n 
du z ~ u 

sein. 

Die beiden soeben bewiesenen Satze ruhren von Jacobi 1 ) 
her. Im Jahre 1841 war die Notwendigkeit von Existenzbeweisen 
den Mathematikern in weiteren Kreisen noch nicht zum BewuBt- 
sein gekommen 2 ), und so kann denn Jacobi kein groBer Yorwurf 
daraus gemacht werden, daB er nach dieser Seite bin keine hohe- 
ren Anforderungen der Strenge erkannte als die groBe Mehrzahl 
seiner Zeitgenossen. Immerhin ist das von Jacobi zugrunde ge- 
legte Prinzip, daB durch eine Gleichung niemals mehr als eine 
Variabele durch die ubrigen bestimmt werden kann, nicht unan- 
fechtbar, wenn man wie Jacobi nichts iiber die Natur der Glei- 
chungen festsetzt, da etwa die eine Gleichung 

| z 1 | + | # 2 1 + • * * + | z<n I = 0 
oder auch im Bereiche reeller Veranderliehen 


*l + 4 + --- + zi = o 

zugleich alle n Variabelen z 1 ,...,z n bestimmt. 

Auf Grand der Entwicklungen des gegenwartigen Kapitels — 
und dies ist hauptsachlich das Verdienst von Cauchy und Weier- 
straB — sind diese Liicken nunmehr ausgefiillt. 

Andererseits ist es Jacobi hoch anzurechnen, daB er die Prim 
zipien der Transformation der unabhangigen Yariabelen bei der 
partiellen Differentiation klar erkannt und mit Deutlichkeit aus- 
einandergesetzt hat. 3 ) 

1) Jacobi, De Determinantibus functionalibus, Journ. fur Math., 
Bd. 22 (1841), 8. 319, deutsch herausgegeben von P. Stack el, Ostwalds 
Klassiker der exdkten Wissenschaften , Nr. 78. Der 2. Satz des Textes findet 
sich daselbst in Nr. 15. 

2) Einer der ersten solchen Beweise stannnt aus Cauchys Turiner Ab- 
handlung vom Jahre 1831; vgl. Bd. I, S. 65 Anm. Auch stellte WeierstraB 
im Jahre 1842 einen Existenzbeweis fiir gewohnliche Differentialgleichungen 
her: Werke, Bd. 1 (1894), S. 82. 

3) Jacobi , a. a. 0. Nr. 2. Vgl. auch Kap. 1, § 5. 
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§ 24. Fortsetzung. Tiber die Wahl des Punktes (« , ft). 1 ) 

Es liegt die Erage nahe, ob der Punkt {a', /?') des vorauf- 
gehenden Paragraphen im Falle des 1. Satzes nicht einfach mit 
(a, (3) zusammenfallen darf. Darauf gibt folgender Satz Antwort. 

1. Satz. Im Falle n = 2 gilt der 1. Satz von § 28 ausndhms- 
los, wie man auch immer den Punkt (a',fi') in der Nahe von (a,fi) 
annimmt, vorausgesetzt nur, dafi keine der Funktionen 

fi 0^1 j ^2 > Pi > • • • > fim) 

sick auf eine Konstante redudert. 

Er gilt ferner, wie man auch immer den Punkt ( a ') = (a 1; a 2 ) 
in der Nahe des Punktes ( a ) = (a l5 a 2 ) annimmt, vorausgesetzt, daj5 
keine der Funktionen /*• von (ij 1 , abhangt; und er ist evident, 

icenn eine dieser Funktionen nur von («/,, . . ., y m ) abhangt. 

1st dagegen n > 2, so kann der Punkt (a’, P') im allgemeinen 
nicht icillkurlicli gewahlt werden. 

Indera wir die vorgelegten Gleichungen (1) in -der Form 
schreiben, 

(6) f 1 (u,v,y 1 ,...,y m )-x 1 = 0, f 2 (u, v, y x , . . y m ) - x 2 = 0, 

konnen wir diese, unter Beniitzung der Bedingung betreffend 
fi{u,v, und nach eventueller Anwendung einer linearen 

Transformation auf u, v, vermoge des Vorbereitungssatzes durcb 
folgende ersetzen, 

{F(v,u, Xj, y lt . . y m ) = v p + A 1 v I> - 1 -\ \-A P = 0, 

1 &(v, u, x 2 , y lt . . ., y m ) = v a + B^- 1 d h B a = 0, 

wo P, 0 irreduktible Pseudopolynome mit der Spitze im Punkte 
(u 0 ,a 1 ,a 2 ,p i ,. . p m ) bedeuten. 

Damit die Gleichungen (A) gleichzeitig bestehen, ist notwen- 
dig und hinreichend, dafi ihre Besultante B verschwindet. Diese 
kann nicht identisch verschwinden, da sonst die Funktionen (A) 
und somit auch die Funktionen (5) einen gemeinsamen Teiler 
hatten. Dies ist aber widersinnig, dexm ein solcher Teiler kann x 2 
nicht enthalten, da er die erste Funktion dividiert, und ebenso 
wenig kann er x x enthalten. Wiirde nun aber 

fi (® > u , t/i , . . • , t/ m ) = £1 (® j u , Xi, y -±, . . . , j/ m ) lP(v , u, y ±, . . ., y„f) 


1) Osgood., Transactions Amer. Math . Soc . 17 (1916) S. 4. 
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sein, so braucht man nur beide Seiten dieser Identitat nach auf- 
steigenden Potenzen von x 1 — a 1 zu entwickeln, um dann die Ko- 
effizienten des linearen Gliedes miteinander zu yergleichen. Da 

W(v Q} u 0 , fii, . . . , /? m ) 

ja verschwindet, so ist der in Aussicht genommene Widerspruch 
hiermit geliefert. 

In gleicher Weise zeigt man, dab R auch nicht dureh u — u 0 
teilbar sein kann, da R sonst in den iibrigen Variabelen identisch 
versohwinden wiirde, wenn u = u 0 gesetzt wird. 

Wir sehreiben nun R in der Form 

R(u, x l9 x 2 , y 19 . . y m ) = I2 1 (x 1 , x 2 , y ) Q(u 9 x l9 x 29 y), 

wobei Q durch keine Punktion von (x 1 ,x 2 ,y) im Punkte (u 09 a l9 
a 29 fi) teilbar ist. Und jetzt behaupte ich: Die Funktion Q ver- 
schwindet nicht im Punkte (u 0 , a x , a 2 , ft) . Der Einfaehheit halber 
werde u 0 — 0, v 0 = 0 gesetzt. 

In der Tat entwickle man Q nach aufsteigenden Potenzen 
von u: 

Q(u, x l9 x 2 , y) = C 0 +■ C ± u + C 2 u 2 H , 

wobei denn C k (x l9 x 2i y) sich im Punkte (a l9 a 2 ,(}) analytisch ver- 
halt. Yor allem ist klar, dab C 0 (x l9 x 2i y) nicht identisch yer- 
schwindet, da Q und somit auch R sonst durch u teilbar sein 
miibte. 

Des weiteren mub C 0 (a lf a 2 ,^) 4 s 0 sein. Im anderen Falle 
sei C (x ± , x 2 , y) ein im Punkte (a 1 , a 2 , fi) irreduktibler Faktor yon 
C 0 ( x i,x 2 ,y). Dann gibt es einen Koeffizienten C k (x l9 x 29 y), 
welcher nicht durch C(x l9 x 2> y) teilbar ist. Demgemab gibt es 
auch in jeder Umgebung der Stelle (a v a 2 , 8) einen Punkt 
(a[ , a 2 , /S') , in welchem 

C Q (Cl \ , CL 2 , /S') == 0 9 — ( a i > a 2 > H "4= 0 . 

Hieraus erkennt man, dab 

Q(0,al,a 2 ,P') =0, Q(u, a' 19 a', p') =js 0 

ist. Darum laBt sich der Weierstrabsche Vorbereitungssatz auf 
die Funktion Q anwenden, woraus denn folgt, dab es in der Um- 
gebung der Stelle (ai,a»,/S') einen Punkt (a*, a 2 , /S") gibt, in des- 
sen Nachbarschaft die Gleichung 

Q(u, x l9 x 2 , y) = 0, 

Osgood, Punktionentlieorie. II, 1. 2. Aufl. 
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und somit auch die Gleichung 

B(u 9 Xi j 2/l } ’ * ** Vm) ® 
eine analytische Losung: 

U = <£? (#■]_, 2^2? Vl> • • * ? £/m) 

zulaBt. 

Tragt man diese Funktion an Stelle von u in F und 0 ein, so 
gehen letztere Funktionen in zwei Pseudopolynome iiber, deren 
Spitzen im Punkte (a", a",? ') liegen, und welche fernerhin einen 
gemeinsamen Teiler besitzen. Dieser weist aber eine Wurzel 

v = ip{x i, x 2} y li . . y m ) 

auf, welche entweder schon im Punkte (a'{ 9 a'/ 5 0") selbst oder 
doch wenigstens in einem benachbarten Punkte (o 1 , , ft ) sich. 

analytisch verhalt. 

Hiermit sind wir nun zu einem Widerspruch gefuhrt worden. 
Denn diese beiden Funktionen 

u = <p, v = xp 

liefern ja eine analytische Umkehrung der Gleichungen (6) in 
einem Punkte, wo die Jacobiscke Determinante derselben ver- 
sehwindefc, und dies verstoBt eben gegen den 1. Satz von § 19. 

Die hier mi t gewonnene Funktion Q 1 fiihrt direkt zu der in 
Aussicht genommenen Funktion: 

Q (&} , ^2 9 2 /i j * * • > Vm) * 

In der Tat sei Q ein im Punkte (a l9 a a ,/?) irreduktibler Teiler von 
Q ± . Sei (a[, a' i9 P') eine Wurzel von Q(x l9 x 29 y). Dann gibt es 
eine gemeinsame Losung u =b' 9 v — c' der Gleichungen (A) und 
somit auch der Gleichungen (6), wenn (y) = (J}') und x t = a' £ ge- 
setzt wird. 

LaBt man nundenPunkt (v 9 u, y l9 . . y n ), von (c' f V, ft' m ) 

ausgehend, beliebig wandern, und bestimmt man x l9 x 2 durch (6), 
so muB B durchweg verschwinden. Es ist jetzt nicht schwer zu 
zeigen, daB Q dabei stets verschwindet, sowie daB Q x keinen an- 
deren irreduktiblen Teiler haben kann, welcher mit Q nicht aqui- 
valent ware. 

DaB die Bedingung: „vorausgesetzt nur, daB keine der Funk- 
tionen /iK, %,/S 1? . . Pm) sich auf eine Konstante reduziert 44 
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nicht bloB fiir den Beweis, sondern auch fur das Bestehen des 
Satzes wesentlich war, zeigt folgendes Beispiel: 

/iO> v, V) = yv, h(u, v , y) = yve\ ( b , p) = (0, 0). 

Wiirde es hier eine im Anfange analytische, dort irreduktible 
Funktion Q{x l9 x 29 y) geben, welche dureh Einsetzen der Funk- 
tionen 

Xi = yv, x 2 = yve v , 

identisch zum Verschwinden gebraeht wurde, so entwickele man 
Q naeh homogenen Polynomen in (x l9 x 29 y): 

Q(x l} x 2 , y) = G 0 + G 1 + G 2 + * * * > 

wobei G k homogen in x 19 x 2 , y vom Grade k ist bzw. identisch 
verschwindet. 

Yor allem ist klar, daB G 0 = 0 ist. Perner wird 
G k (x l9 x 29 y) = y k G k (v,ve v , 1). 

Daher muB G k (v, ve v 9 1) identisch verschwinden. Und nun er- 
kennt man, ahnlich wie bei der Behandlung des Beispiels von 
§ 22, daB dies nur dann moglich ist, wenn jeder Koeffizient von 
G k verschwindet. 

Der Fall, daB keine der Funktionen f l9 f 2 von (y) abhangt, 
erledigt sich nun von selbst. Wenn eine dieser Funktionen eine 
Konstante ist, so ist der Satz ja evident. Hangen dagegen beide 
schon von u, v ab, so bleibt der vorstehende Beweis noch in 
Kraft. 

Um den letzten Teil des Satzes zu beweisen, berufen wir uns 
auf das in § 22 behandelte Beispiel 

(7) x — u 9 y — uv, z — uve v . 

Hier ist n = 3 , u ± — u, u 2 = v; die Funktionen / t * hangen von 
u 2 nicht ab. Nach dem Ergebnis jenes Paragraphen gibt es keine 
im Punkte (x,y 3 z)=( 0,0,0) analytische Funktion Q{x 9 y 9 z) 9 
welche durch die Funktionen (7) identisch zum Verschwinden ge- 
bracht wird. 

Ein zweites Beispiel ergibt sich dadurch, daB wir hier uw an 
Stelle von u treten lassen: 

x x = uw, x 2 = uvw , x s =uvwe J °. 

11 * 
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Fur den Fall, dalB die Funktionen /„ (* = 1,2), nieht von 
(y 1 ,...,y m ) abhangen, bat Bliss 1 ) den Satz bewiesen. 

2. Satz. Sei 

x=f{u,v), y = cp{u,v), 

wo f und cp sick beide im Anfange analytisch verhalten und dort ver- 
schwinden, und aufierdem keine dieser Funktionen identisch ver- 
schwindet. ] c vs Aiw L nci&t die J acobische OeteTminante 

T __ Hf’Jp) 
d (u, ®) 

identisch, so ist jeder im Anfange irreduktible Faktor von f auch 
Faktor von cp und umgekelirt. 

Dem soeben bewiesenen Satze zufolge geniigen f und cp einer 
Identitat von der Form: 

wo Q{x,y) im Anfange irreduktibel ist. Der Weiterbildung des 
WeierstraBschen Yorbereitungssatzes zufolge, S. 88, werden die 
Nullstellen des Gebildes Q(x,y)= 0 durch eine ausgezeichnete 
irreduktible pseudoalgebraische Gleichung 

(8) x m + A^x™- 1 -j + A n = 0 

gegeben, wobei nun jeder Koeffizient A k =A k (y) durch y teilbar 
ist. DemgemaB bat man 

f m — — A 1 (cp)f m ~ 1 A m (<p), 

woraus denn bervorgebt, daB f m dureb cp teilbar ist. Mithin ist f 
durch jeden irreduktiblen Faktor von cp teilbar, und da / und cp ja 
ibre Rollen vertauschen diirfen, so gilt auch das Umgekehrte. 

Das Gebilde (8) laBt sicb bekanntlich in der Nabe des An- 
fangs, wie folgt, unif ormisieren : 

x = Pg{t), y = t a h(t), 

wobei g und h sicb im Punkte t = 0 analytisch verhalten und dort 
nicht verschwinden ; und wo ferner jeder Stelle des Gebildes (8) 
nur ein einziger Wert von t entspricbt. Daraus erhellt, daB t eine 
eindeutige Funktion von (w, v) in der Nabe des Anfangs ist, 
welche in jedem Punkte dieser Umgebung stetig ist und sicb, 


1) Princeton Colloquium, 1909, erschienen 1918, § 12, 
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hochstens mit Ausnahme des Anfangs, analytisch verhalt. Mit- 
hin ist 

t = 8 (u, v) 

in der ganzen Nachbarschaft analytisch. Sei 

wo die irrednktiblen Faktoren von bedeuten. 

Dann ist 

f(u,v) =dl ? -6f* . ..©, 

= 0[ Xl $l l - ...©', 

wobei (§ (%,«), ©'(^, 2 ?) sich beide im Anfange analytisch verhal- 
ten nnd dort nicht verschwdnden. Hiermit ist lolgender Satz be- 
wiesen. 

Zusatz. Kommt ein im Anfang irreduktibler Faktor 6 k (u,v) 
jLi k -mal in f(u,v) vor , so kommt 6 k (u,v) auch genau (p / q) y k - 
mal in <p(u,v) vor, wobei p,q zwei Zahlen sind, ivelche fur 
alle Faktoren 6 k den gleichen Wert beibehalten . 

§ 25. Von der Matrix eines Gleicimngssystems. 

Der zw r eite WeierstraBsche Satz, § 17, gab keine nahere Be- 
dingung dafhr an, wie hoch der Maximalwert q jener Stufen 
anznsteigen vermag. Im Palle linearer Gleichnngen bestimmt 
sich dieser Wert bekanntlich 1 ) allgemein aus dem Range der 
Matrix, und es handelt sich jetzt um die Verallgemeinerung jener 
Satze. 

1. Satz. Vorgelegt sei ein System simultaner Gleichungen: 

(A) G ^ ( z ^ , . . . , z^i) 0 , . . . , G x ( z j , • . . , z^ 0 , 

wobei G k (z 19 . . ., z n ), *=i eine im Punkte (z) = (a) irreduktible 
Funktion bedeutet. Sei 3JI die Matrix aus den Ableitungen dieser 
Funktionen: 


g gl ^ 

. . kk 

dz x 

dz n 

dGi # 

. . d Jk 

dZi * 

CZ n 


1) B ocher. Algebra, Kap. 8, 4. 
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Des weiteren moge jede Determinants (a + l)-ter Ordnung, wo- 
bei a hleiner ah die kleinere der beiden Zahlen n,l ist , identisch 
verschwinden. 

Gibt s nun eine Determiante a -ter Ordnung, J , welche in 
einem Punkte ( a ') ernes Gebildes g g-ter Stufe (§ 17) nicht verschwin- 
det, so ist 

g + a = n. 

Bei geeigneter Wahl der Bezeiehnung kann man J, wie lolgt, 
annehmen : 

r _ 8(G 19 ... 9 G„) 

c/ — * n / \ 

G [%h — a + 1 > ■ • * j ^n) 

Nach der zum Beweise des 2. Satzes von § 28 benutzten Methode 
zeigt man dann, daB l — a Identitaten von der Bonn bestehen: 

(1) G a +~Q x {G l3 . . G a ), 

wobei die n Argument© (z) der l Funktionen G k einem beliebigen 
Punkte der Umgebung von (a') entsprechen, und £2x(x l9 .. x a ) 
sich im Punkte (x) = (0) analytisch verhalt und dort verschwindet. 

Wegen der Bedingung J =(= 0 im Punkte (a') lassen sich die 
ersten a Gleichungen G 1 = 0, . . G a = 0 nach den Variabelen 
Zn-a+u auflosen: 

*.-»+/. = ■ ■ •> *«-«)> e = l, ■■■,«, 

"wo ip u sich im Punkte . . .,a' n _P) analytisch verhalt und dort 
den Wert a' n _ a+/u annimmt. Den Relationen (1) zufolge genugt 
der so erhaltene Punkt (z) samtlichen 2 Gleichungen (A), und alle 
in der Nahe von (a') gelegenen Wurzeln von (A) werden auch so 
erhalten. 

Hiermit hat sich ergeben, daB die Gleichungen (A) ein Ge- 
bilde g (n — u)-ter Stufe in der Nahe des Punktes (a') definieren, 
und daher ist q — n — a, w. z. b. w. 

2. Satz. Ersetzt man im t. Satze die letzte Bedingung , dap eine 
Determinants a -ter Ordnung in einer gemeinsamen Nullstelle (a') 
der l Gleichungen (A) nicht verschwinde , durch die andere, dap nam- 
lich 

a > n-~ q 

sei , wobei q die Stufe eines Gebildes g (§17) bedeutet , so muP jede 
Determinants a-ter Ordnung langs g identisch verschwinden . 

Im ubrigen kann der Fall a < n — q nicht eintreten . 
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Die Eichtigkeit des ersten Teils des Satzes erhellt sofort. 
Wiirde namlich eine Determinante a -ter Grdnung in einem Punkte 
von g nicht verschwinden, so wiirde alien Bedingungen des 
1 . Satzes geniigt sein, und mithin wiirde a = n— q sein. 

Endlich ist der Fall a<n — q deshalb unmoglich, da die 
Stufe, q, eines dnrch die ersten a Gleichungen G ± = G, . . ., G a = 0 
bestimmten Gebildes nicht kleiner als n — a sein kann, 

q n— a, 

nnd da femer wegen (1) die Punkte dieses Gebildes aueh den 
weiteren Gleichungen G a+1 — 0, / = i geniigen. 


§ 26. Fortsetzung. Weitere Satze Tiber die Abbangigkeit in einem 

Gleichnngssystem e . 

Kehren wir wieder zum Gleichungssystem (A), § 17, zuriick 
und betrachten wir ein Gebilde g £-ter Stufe, an welchem samt- 
liche G k (z l9 . . ., z n ) 9 * = i, verschwinden. Bei geeigneter Wahl 
der Indizes kann man erreichen, daB g durch die ersten n—q 
Gleichungen bestimmt wird — durch weniger als n — q Gleichun- 
gen kann ja g in keinem Falle bestimmt werden. Dann hegt es 
nahe, zu sagen, diese n — q Gleichungen seien unabhangig vonein- 
ander in bezug auf g, wahrend die iibrigen l — n + q Gleichungen 
eine Folge von diesen in bezug auf g sind. Diese Definition driickt 
eine Eigenschaft aus, welche gegenuber einer beliebigen nicht-sin- 
gularen analytischen Transformation der (z) erhalten bleibt. Ubt 
man andererseits eine nicht - singulare lineare Transformation auf 
die l G k aus, so wird es wiederum n — q der transformierten G' k 
geben, welche in bezug auf g voneinander unabhangig sind, wah- 
rend die iibrigen G r k in bezug auf g eine Folge dieser sind. 

Nun kann es aber vorkommen, daB der einem bestimmten 
Gebilde entsprechende Wert von q verschieden ist von dem einem 
anderen Gebilde zugehorigen Werte q', wie das folgende Beispiel 
zeigt : 

G^ = ^3^4 == d , G% = ^1^2 d” £384. == G , 

— Z ^ £3 = 0 . 

Hier bestimmen die beiden ersten Gleichungen die Gebilde: 


02 * % — ® ? ^4 — 0 9 

04 : * 2 =®, ^4 = 0 . 


( 2 ) 


Si.: z x = 0, z 3 — 0 ; 
03 : = 0 , ^3 = 0 ; 
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Die Punkte von g x sind samtlich Wurzeln der dritten Gleichung 
G z = 0. Hier ist also 

p = 2, n— • p = 2, 

und die drei Gleichnngen (1) sind in bezug auf g 2 voneinander ab- 
hangig. 

Dagegen gehoren die Punkte des zweiten Gebildes, g 2 , nicht 
alle zum Orte G 3 = 0, vielmekr hat man jetzt als gemeinsames 
Gebilde das folgende: 

#2 = 0 f 0 , Z ^ ==:: 0 . 

Dieses Gebilde liegt jedoeh auf g x und liefert also nickts Neues. 
Ebenso geht aus g 3 das Gebilde 

^ = 0, 2 2 — 0, Z 3 = 0 

her v or, welches auch auf g x liegt. Wenn man aber die Punkte 
von g 4 betraehtet, in denen G z verschwindet , so erhalt man ein 
Gebilde erster Stufe, 

g 5 : % = 3 3 , # 2 = 0, = 0; 

p = 1 , ?i — o = 3 . 

In bezug auf g 5 sind also die drei vorgelegten Gleichungen (1) 
voneinander unabhangig. 

Angesichts dieses Tatbestandes ist der Begriff der Unabhan- 
gigkeit eines Gleiekungssystems offenbar komplizierter, als es der 
Fall sein wiirde, wenn das gemeinsame Gebilde stets nur aus 
einem Stiicke bestande. 

1. Satz. Sei g ein Gebilde p - ter Stufe, an welchem die samt - 
lichen l Funktionen (A), § 25, verschwinden, und sei s = n — p. Ist 
nun 

s <c l) 

so verschwindet jede (s + 1) -reiiiige Determinants aus der Matrix 
311, § 25, in jedem Punkte von g. 

Ware der Satz nicht richtig, so sei etwa 

9 (V ■■■■*») 

in einem Punkte von g von null verschieden. Damn bestimmen 
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schon die ersten cr + 1 Gleiehungen G k = 0 ein Gebilde von der 
Stufe n (s + 1) — q — 1, was zu einem Widerspruch fiihrt. 

2. Satz. Sei g ein Gebilde q-ter Stufe, an ivelchem die samt - 
lichen l Funktionen (A) , § 25 , verschwinden , und sei s = n — g . 
Dann kann jede s-reihige Determinante aus der Matrix 9 ft, §25, in 
jedem Punkte von g verschwinden . 

Znm Beweise dieses Satzes diene folgendes Beispiel. 

(^) + #f ? G 2 = . 

Dabei bestehe g ans dem Gebilde 

( 4 ) = 0 , ^3 = 0. 

Hier ist also n = 3, g = 1, §=2, und alle 2-reihigen Deter- 
minanten aus 9M verschwinden in jedem Punkte von g. Damit 
ist der Beweis geliefert. 

Mit diesem Beispiele ist nock, eine andere Frage erledigt. 

3. Satz. Wdhrend das Gleichungssystem des 1. Satzes von 
§ 19 niemals eine im Punkte (x) = (a) analytische Umkehrung zu - 
lassen kann , falls J im Punkte (u) = ( b ) verschwindet, kann anderer - 
seits das Gleichungssystem (A) des zioeiten Weierstrafischen Satzes , 

§ 17, l ^ 2, wohl eirae Auflosung gestatten: 

( 5 ) 

wobei cp h sich im Punkte (a l9 analytisch verhalt und dort 

den Wert a k annimmt; wo fernerhin diese Auflosung des ganzen 
Funktionensystems bereits von den ersten n~ g =s Gleiehungen des 
Systems G t — 0 , . . . , G $ = 0 geliefert wird; und wo endlich die Ja- 
cobische Determinante 

in jedem Punkte des Gebildes (5) verschwindet Dabei konnen insbe- 
sondere sdmtliche Funktionen G k irreduktibel sein. 

Im iibrigen gilt der entspreckende Satz im Falle l = 1 niekt. 
Ist namlich G(w,z) im Anfang irreduktibel, und ist 

(4) w = <p(z) 

eine im Anfang analytische, dort verschwindende Funktion, 
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welche, in G(w, z) eingetragen, diese Funktion identisch zum Ver- 
sckwinden bringt, so kann 

G w (iv,z) 

nicht in jedem Punkte des Gebildes (4) verschwinden. 

In der Tat laBt sich G(w,z) nach der Verallgemeinerung des 
Vorbereitungssatzes, § 2, zunaekst in der Form darstellen: 

G(w, z) = z k F(w, z) Q (iv , z ) , 

wobei r(w,z) ein im Anfange irreduktibles ansgezeichnetes Pseu- 
dopolynom ist resp. sick auf den Faktor 1 reduziert, und Q(w,z) 
sick im Anfange analytiseh verhalt und dort nickt versckwindet. 
Da nun G irreduktibel ist und durck die Funktion (4) zum Ver- 
sckwinden gebrackt wird, so muB F wirkkek von w abkangen, und 
darum muB notwendig ft = 0 sein. 

Hiernack muB 

g w = r w Q + rQ w 

sein. Wiirden nun G und G w beide langs (4) versckwinden , so 
miiBten auch F und F w dort versckwinden, woraus denn folgt, 
daB r zerfallt. Mitkin muBte G ebenfalls reduktibel sein, was zu 
einem Widerspruck ftikrt. 

§ 27. liber die Definition eines monogenen analytiscken Gebildes 
m-ter Stufe im Ranme von n = m + r Veranderlicken. 

Wir kaben bereits in Kap. 1, § 24 den Begriff sowokl einer 
monogenen analytiseken Funktion als auck eines monogenen ana- 
lytiscken Funktionensy stems besprocken. Es kandelt sick kier 
um die Aufnakme gewisser Grenzpunkte, aknkck wie beim Uber- 
gang von der analytiseken Funktion zum analytiseken Gebilde 
im Falle n — 1 (I, 9, § 3). 

Wir wollen ein Element eines monogenen analytiseken Ge- 
bildes m - ter Stufe im Raume der n = m + r Veranderlicken, wie 
folgt, definieren. 1 ) Yorgelegt sei eine beliebige irreduktible ausge- 

1) WeierstraB, Werke III, S. 100. Sofem die nachstehende Transfor- 
mation (2) den Punkt (w) — (0) in einen endlichen Punkt ( z ) — (a) iiber- 
fiihrt, deckt sich der Begriff des Elements genau mit dem des Gebildes g 
m-te r Stufe im Eaume der n Veranderlichen, § 17. In diesem Paragraphen 
wird indessen noch der Fall zugelassen, daB (a) im Unendlichen liegt. Dabei 
spricht WeierstraB zwar nur vom Raume der Funktionentheorie , und die- 
ser Raum wird wohl auch fur gewohnlich vorzuziehen sein. Prinzipiell steht 
aber doch nickts im Wege, wenn man andere Raume in Betracht ziehen will. 
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zeichnete pseudoalgebraische Gleiehung 

CO “I+l + E l W m+\ ■+ +''® i u =0 > E i=E j (W 1 ,...,W m ), 

deren Spitze im Anfang liegt. Sei w m+lc , i-=s, .... r=n-,„, eine 
am Gebilde (1) eindeutige stetige analytische Punktion. Setzt 
man nnn 

(2) s i — a i =w i , 

und beschrankt man dabei den Punkt (w 1 , . . w m ) auf eine Um- 
gebnng des Anfangs, in welcher sich jeder der Koeffizienten E s 
analytisch verhalt und die Punktionen w m+lc stetig bleiben, so 
bildet der Inbegriff der also erhaltenen Punkte ( g ) das in Aussicht 
genommene Element. 

Liegt der Punkt (a) im unendlich fernen Bereicbe, so wird 
man in den Pormeln (2) — an Stelle von z t — a t treten lassen, 

falls es sich urn clen Raum der Analysis handelt nnd = oo ist. 
Bei den anderen Raumen wird man die entspreehende Transfor- 
mation machen. 

Insbesondere kann r = 1 sein, wobei also die Punktionen 
iv m+k , *= 2 ,..., alle fortf alien. Andererseits kann /u =1 sein. Dann 
verhalt en sich alle Punktionen w m+k , *=i analytisch im An- 
fang. 

Nach WeierstraB wird das Element mit 

(5$ [#i , , Z n { $2 3 . . . , ® n\m 

bezeichnet. 

Hieriiber ist noch folgendes zu bemerken. Da jede der Punk- 
tionen w m+h nach § 12 einer Gleiehung von derselben Beschaffen- 
heit wie (1), doch moglicherweise von niederem Grade /u r < pc, 
geniigt, so erkennt man, daB die Punkte eines Elements einem 
Gleichungssysteme von der Porm (A) im zweiten WeierstraB schen 
Satze, §17, geniigen. Sei umgekehrt G k (z l9 — , z n ), im 

(endlichen oder unendlichen) Punkte (z) = (a) analytisch und ver- 
schwinde dort, ohne jedoch identisch zu verschwinden. tlbt 
man notigenfalls eine nicht-speziahsierte lineare Transformation 
auf die (; z ) aus, so definieren die also transformierten simultanen 
Gleichungen 

G h {z 19 • • = 0, 

sofern sie noch eine zweite in der Nahe von (a) gelegene gemein- 
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same Nullstelle (a') zulassen, ein oder mehrere Elemente monoge- 
ner analytischer Gebilde, moglichenveise verschiedener Strife, im 
Raume der n Veranderlichen. DemgemaB wollen wir die Defini- 
tion eines Elements dahin erweitern, daB auch das urspriingliche 
Gleiehungssystem ein Element definieren soil. 

Sind zwei Elemente 

@ [_Z 1} . . Z n | a l3 . . CL n ] m , • * *9 %n | • * • ? bn}m 

vorgelegt, seiche so beschaffen sind, daB in einer gewissen Um- 
gebung eines Punktes (z) = (c) jede Stelle des einen Elements auch 
dem anderen angehort, so fallen diese Elemente in der Vmgebung 
von ( c ) zusammen 1 ) , und das eine bildet dann eine Fortsetzung des 
anderen. 

Zwei beliebige Elemente 

und ...,z n \ a f ^, . . 

heiBen Fortsetzungen voneinander, wenn es moglich ist, eine Reihe 
von Elementen z n | \ a^] m , t=i,..., $>-i, so 

einzusehalten, daB je zwei aufeinanderfolgende Elemente Fort- 
setzungen voneinander im vorhin erklarten Sinne sind. Dann ist 
jedes dieser Elemente eine Fortsetzung jedes anderen. 

Die Gesamtheit der Punkte (z), welche ein erstes Element und 
dessen verschiedene Fortsetzungen liefern, macht nun das mono- 
gene analytische Gebilde m-ter Siufe im Raume der Variabelen 
(z l9 . . z n ) aus. Wie im Falle der monogenen analytischen Funk- 
tionen und Funktionensysteme, so kann man auch hier das ganze 
Gebilde vermoge einer abzahlbaren Menge von Elementen voll- 
standig darstelien. 

Satz. Sei 

(3) u v -f- A^- 1 + • • * + = 0, A s = Aj(v 19 . . v m ), 

eine irreduktible ausgezeichnete pseudoalgebraische Gleichung , deren 
Spitze im A nfange v m ) = (0, . . . , 0 ) liegt, und sei v m+7c , 

k=t wi, eine am Gebilde (3) eindeutige stetige analytische 
Funhtion . Setzt man nun 

(4) z i — a i =v i , ' = i 

und beschrankt man dabei den Punkt (v x , . . v m ) auf eine Vmge- 
bung des Anfangs , in welcher jeder der Koeffizienten A k sich analy- 


1) Nach WeierstraB koinzidieren sie; a. a. 0. S. 101. 
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tisch verhalt und v m+1 , . . ,,v n stetig bleiben, so bildet der Inbegriff 
der also erhaltenen Punkte (z) ein Element . 

Bezuglicii unendlich ferner Punkte wird noch eine dhnliche 
Festsetzung wie vorhin getroffen . 

Dieser Fall ist insofern allgemeiner als die Definition, daB 
keine der Funktionen v m+k zum Gebilde (8) zu gehoren braucht. 
Wir bilden die Funktion 

(5) v = c x v m+1 H b c n _ m v n , 

wobei die unbestimrate Konstanten bedenten. Dann ist v ein- 
deutig, stetig und analytisch am Gebilde (8). Wir wahlen nun 
die Ci so, daB v 9 als mehrdeutige Funktion von (v 1 , . . .,v m ) be- 
trachtet, moglichst vieldeutig wird. Sei [i der Grad dieser Viel- 
deutigkeit. Dann kann sowohl = v als auch < v ausfallen. 

Nach dem 2. Satze von § 12 wird v einer irreduktiblen aus- 
gezeichneten pseudoalgebraischen Gleichung 

(6) + E 1 n 11 - 1 4 f- E h = 0, E j = E s {v l9 . . .,v m ), 

mit der Spitze im Anfange, (v X) . . .,v m ) = (0, . . .,0), geniigen. 
An diesem Gebilde wird dann jede der Funktionen (4) eindeutig, 
stetig und analy tisch sein. Unterwirft man die v lt . . v n einer 
nicht-singularen linearen Transformation, wodurch v l9 . . ., v m resp. 
in sich iibergehen, dagegen die durch die Gleichung (5) be- 
stimmte Variabele v als eine der weiteren Yariabelen auftritt, so 
geniigen die neuen Variabelen der an die Spitze gestellten Defini- 
tion eines Elements. Hiermit ist nun der Beweis fertig. 

Es liegt der Gedanke nahe, eine Verallgemeinerung des vor- 
stehenden Satzes darin zu suchen, daB man irgendw’elche n Funk- 
tionen nimmt, welche nur am Gebilde (3) eindeutig, 

stetig und im allgem einen analytisch sind. Diese Verallgemeine- 
rung trifft aber selbst im Falle v = 1 nicht zu, wie aus den Ent- 
wicklungen des nachsten Paragraphen hervorgeht. 

§ 28. Tiber die Parameterdarstellung eines Elements. 

In der Umgebung einer gewohnlichen Stelle (a) laBt ein Ele- 
ment folgende Parameterdarstellung zu: 

(1) = <p k {t 1 , . . * = 1 »> tgmSn-l, 

wobei 9 o k sich im Anfange analytisch verhalt und aufierdem einem 
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beliebigen Punkte (z) der Umgebung yon (a) nur ein einziger 
Punkt (£) der Umgebung des Anfangs entspricht. In der Tat kann 
man ja die beziehungsweise gleich m passend gewahlten z j setzen. 

Es fragt sich nun, wann umgekehrt die Gleichungen (1) ein 
Element darstellen. Vor allem ist klar, daB dies stets der Fall 
sein wird, wenn mindestens eine m - reihige Determinant e aus der 
Matrix 

dq > i # ^ # d(p t 

oti ^ t m 

( 2 ) 

I dVn # ^ # djn 

I ok dt m 

im Anfange nicht versehwindet. Versehwindet dagegen jede der- 
artige Determinant e im Anfange, so sind ja zwei Dalle moglich: 
a) die Gleichungen 

(8) <Pk(h> • • = 0, A = 

lassen keine zweite simultane Losung in der Nahe des Anfangs 
z u; b) es gibt mindestens einen zweiten Punkt (t) in der Umge- 
bung des Anfangs, in welckem diese Gleichungen alle befriedigt 
sind. 

Den Pall b) durfen wir ausschlieBen, da wir doch wenig- 
stens verlangen wollen, daB einer Stelle (z) des Elements hochstens 
eine endliehe Anzahl von Parameterpunkten (t) entsprechen 
mogen. Insbesondere werden also der Stelle (z) = (a) isolierte 
Punkte (t) zugeordnet, und daher braucht man nur die Umgebung 
des Anfangs (£) = 0 geeignet zu wahlen, damit bloB einer dieser 
Punkte, namlich der Anfang selbst, in diesem Bereiche enthalten 
wird. 

Der nicht-spezialisierte Pall unter a) wird nun der sein, daB 
es m Funktionen <p h gibt, welche keinen zweiten Nullpunkt in der 
Nahe des Anfangs besitzen. Diese seien <p 19 *. <p m - Dann lehrt 
der 2. Satz von § 19, daB einer der Parameter, etwa t m (nach 
eventueller Ausubung einer linearen Transformation der t k ) 9 einer 
irreduktiblen ausgezeichneten pseudoalgebraischen Gleichung 

{4) f + E.C 1 + • • • +E fi = 0, E, = Efa, . . . , z m ) 

geniigt, sowie daB die ubrigen t k eindeutig und stetig und in den 
regularen Punkten des Gebildes (4) analytisch sind. Daher 
erweisen sich die weiteren Koordinaten z m+1 , . . .,z n als eindeutig 
und stetig und im allgemeinen analytisch am Gebilde (4), und mit- 
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bin bildet die Gesamtheit dieser Punkte nach dem Satze von § 27 
ein Element. 

Es kann indessen vorkommen, daB keine solche Wahl der <p k 
moglich ist, wie das Beispiel zeigt: 

Z 1 = — tl Gl + y } <2:3 = ^2(^1 ~f“ 

Dann kann man aber durch eine geeignete lineare Transformation: 

( 5 ) 0 k = c kl (p 1 + * • • + c kn cp n , * = 

nene @ k einfiihren, welch e die gewiinschte Eigenschaft haben. In 
der Tat sei cp 1 eine der Eunktionen <p k , welche nicht identisch 
verschwindet. Dann wird durch die Gleichung 

••• A )=0 

ein oder mehrere Gebilde (m — l)-ter Stufe, 

Vm-l* 9m — 1? • • • > 

definiert. An jedem derselben, g*_ 1? gibt es eine Stelle 
wo wenigstens eine der weiteren Funktionen <p 29 . . <p n nicht 
verschwindet. Setzen wir nun 

01 = <p l9 

0 2 = ^ 2^2 + * * * + 

so lassen sich die Koeffizienten X 5 so wahlen, daB 0 2 an keiner 
der Stellen (r^ l _ 1 ) verschwindet. Daraus ergibt sich, daB keins der 
Gebilde auf dem Gebilde 0 2 = 0 liegen kann, und darum be- 
stimmen die beiden Gleichungen 

0x = 0, 0 2 = 0 

eine Eeihe von Gebilden, je von der (m — 2) -ten Stufe, 

9 77i — 2 9 9 m — 2 9 • • • • 

Jetzt verfahre man mit diesen Gebilden geradeso. Es muB 
namlich eine Stelle (r* __ 2 ) am Gebilde gf K _ 2 geben, wo wenigstens 
eine der Funktionen 9? a , nicht verschwindet. Bildet man 

nun die Funktion 

03 ==^ 2^2 H 1 - Pn<Pn> 

so lassen sich die Koeffizienten fa so bestimmen, daB 0 3 an keiner 
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der Stellen (t^„ 2 ) verschwindet. Mithin wird durch die Gleichun- 
gen 

0 1 = O, 0 % = 0, = O 

eine Reihe von Gebilden, je von der (m — 8) -ten Stufe definiert. 

So erhalt man denn schlieBlieh m Punktionen 0 ± , . . & m , 

■welche linear von den n cp 1: abhangen, 

= C ]:1 Cp ± + h G kn Cp n , **1» •**«. 

nnd nur im Anfange gleicbzeitig verschwinden. Nun muB aber 
der Bang der Matrix der Koeffizienten gleich m sein, denn sonst 
war en ja die 0 1 <...,0 m linear verknlipft, und darum lieBen die 
m Gleicbungen 0 k = 0, k = 1 , . . m, noch andere Losungen in 
der Nahe des Anfangs zu. Mithin kann man auf mannigfache 
Weise die in Aussicht genommene lineare Transformation her- 
stellen. 

In dem besonderen Falle, daB eine willkurliche Stelle (z) des 
Elements nur zu einem einzigen Punkte (t) fiihrt, muB mindestens 
eine m-reihige Determinante aus der Matrix (2) im Anfange von 
null versehieden sein. Bildet man namlich die Gleichung (4) fur 
die transformierten 0 jc , 

Zij. = 0 k ( J . . . ? , A = 1 , . . . , lit, 

so wird der Wert von pc gleich 1 sein. Daraus ergibt sich also eine 
ein-eindeutige Beziehung zwischen den (t l9 . . t m ) und den 
(Z, . . Aus dem 6. Satze von § 20 geht dann hervor, daB 

die Jacobische Determinante 

d(ti, . . ., t TO ) 

im Anfang nicht verschwindet. Aus elementaren Determinanten- 
gesetzen folgt nun weiter, daB mindestens eine m-reihige Deter- 
minante aus der Matrix (2) im Anfange von null versehieden sein 
muB. 

Das Resultat laJJt sich in folgenden Satz zusammenfassen. 

Satz, Damit die Gleichungen (1) ein Element vorstellen, der - 
art , dap jedem Punkte (; z ) hochstens eine feste Anzahl pc von Punkten 
(t) entsprechen , ist notwendig und hinreichend, dap das Gleichungs - 
system (8) nur die eine Losung (t) — (0) zulasse. 

Soil fernerhin pc = 1 sein, so ist notwendig und hinreichend , dap 
mindestens eine m-reihige Determinante aus der Matrix (2) im An- 
fange nicht verschwinde. 
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§ 29. Fortsetzung. Von den Grenzstellen eines Gebildes. 

WeierstraB 1 ) bringt nocb ein anderes Ausgangsgebilde zur 
Sprache, welches jedoch nicht stets aus einem Element besteht. 
Anstatt namlich die z f linear von den w, £ abhangen zu lassen, 
kann man anch direkt die z i9 als eindeutige analytische 

Eunktionen am Gebilde (1), § 27 annehmen. Die Gesamtheit der 
auf diese Weise erhaltenen Punkte (z) bildet naeh WeierstraB 
einen Zweig 2 ) eines Gebildes m- ter Stufe. Die weiteren Defini- 
tionen (zusammenf alien, Fortsetzung usw.) werden dann ahnlich wie 
im vorhergehenden Palle getroffen. 

Nach dieser Definition ist zwar jedes Element ein Zweig, es 
ist aber nicht umgekehrt jeder Zweig ein Element, wie das Bei- 
spiel von § 22 zeigt: 

(1) x=u, y = uv, z—uve v . 

Hier existiert eben keine im Anfange analytische Eunktion 
Q{x,y,z), welche, gleich 0 gesetzt, das Gebilde (1) in der Nahe 
des Anfangs darstellt. — In der Folge werden wir uns nur der 
ersten Definition bedienen. 

Wie man sieht, handelt es sich hier im wesentlichen darum, 
welche Grenzstellen man einer monogenen analytischen Fnnktion 
bzw. einem solchen Eunktionensysteme adjungieren muB, urn dar- 
aus ein geeignet definiertes monogenes analytisches Gebilde zu 
gewinnen. Die Antwort darauf haben wir bereits im voraufgehen- 
den Paragraphen gegeben. Demnach wird im Ealle des soeben 
zitierten Beispiels der Anfang, obwohl dieser Punkt zu dem 
durch die Gleichungen (1) definierten Zweige gehort, doch nicht 
zum monogenen analytischen Gebilde bzw. zu demjenigen Teile 
davon, welcher durch die Gleichungen (1) dargestellt wird, zu 
rechnen sein. Denn damit ein Punkt (a l9 ...,a n ) zum Gebilde ge~ 
rechnet werde, ist ja notwendig und hinreichend, daB es ein Glei- 
chungssystem (A), § 17, gibt, welches durch die Koordinaten der 
Punkte seiner Umgebung befriedigt wird. 3 ) 

Zur Beleuchtung dieser Definition moge noch folgendes Bei- 
spiel angefiihrt werden. Sei 
w = f(z) 

1) a. a. O. S. 108. 

2) Es ist indessen nicht wiinschenswert, diese Bezeichnung aufzunehmen, 
da namlich die fiir die Funktionentheorie niitzliche Auffassung eines Zweiges 
eine andere ist; vgl. I, 9, § 3. 

3) WeierstraB a. a. O. S. 96. 

O s g o o d , Punktioneiitlieorie. 11,1. 2. AufL 
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ein iiberall endliches Abelsches Integral, welches drei ganzzahlig 
unabhangige Periodizitatsmoduln P 1? P 2 ,P 3 aufweist, d. h. es gibt 
keine Relation von der Form 

(2) mi P x + m 2 P 2 + m z P 3 = 0, 

wobei m l9 m 2 , m z ganze Zahlen sind und nicht samtlich ver~ 
schwinden. Dann laBt sich zeigen x ) , dab es drei ganze Zahlen 
m 1 , m 2 , m z gibt, derart, daB der auf der linken Seite von (2) ste- 
hende Ausdruck einer beliebig vorgegebenen komplexen Zahl be- 
liebig nahe kommt. DemgemaB liegen Punkte (w 9 z), wobei w eine 
geeignete Bestimmung der Funktion f(z) bedeutet, in jeder Um- 
gebung eines willkiirlichen Pnnktes (b 9 a). 

Hieraus erkennt man, daB es keinen Sinn haben wiirde, einer 
monogenen analytischen Funktion schlechtweg alle Grenzstellen zu 
adjungieren. 

Bedeutung des Beispiels von § 2. 1st w = f(z) eine analytische 
Funktion eines einzigen Arguments, welches sich nicht gerade auf 
eine Ivonstante reduziert, und ist z = a entweder ein gewohnlicher 
Punkt oder hochstens ein Yerzweigungspunkt endlicher Ordnung 
Oder ein Pol, so daB also der Punkt z=a, w = b = f(a ) dem 
monogenen analytischen Gebilde angehort, so wird die inverse 
Funktion, z = <p(w), ini Punkte io = b entweder analytisch sein 
oder dort hochstens eine Singularity der soeben bezeichneten Art 
aufweisen. 

Im Falle einer Funktion mehrerer Argument e hat dieser Sach- 
verhalt nicht mehr statt. Das genannte Beispiel (S. 90) liefert uns 
eine Funktion 

y = = f{x,z ) = xB(z), 

welche sich im Anfang, (x f z) =(0,0), sogar noch analytisch ver- 
halt. Lost man die Gleichung nach z auf: 

2 = <p{x, y) = Q (|) , 

so hat man das, was im Falle zweier Yariabelen gewissermaBen 
der inversen Funktion entspricht. Und doch weist diese eine 
Singularity auf , welche nicht mehr algebraischen Charahters 

1) Clebsch u. Gordan, Abelsche Funktionen, S.134, wo indessen der 
Satz, woriim es sich hier handelt, ungenau ausgesprochen ist. 
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(WeierstraB) ist. d. h. z ist nicht Wurzel einer pseudoalgebrai- 
schen Gleichung, 

A o st" + A x gP*-' + .*. + A m = 0, 

wobei A k sich im Punkte (x,y) = (0,0) analytisch verhalt. 

Geometrische Deutung des genannten Beispiels . Der Sacli ver- 
halt kann auch geometriseh beleuchtet werden. Betrachten wir 
zuerst die Funktion 



In der Umgebung des Anfangs, mit der alleinigen Ausnahme der 
Pnnkte x = 0, verhalt sich diese Funktion analytisch. Deuten wir 
uns dieselbe als eine Flache im komplexen drei-dimensionalen 
Eaume, so erstreckt sich dieselbe ins Unendliche. In der Tat ist 
sie eben eine Eegelflache, 

V = xz, 

welche dadurch entsteht, daB eine die ^-Achse schneidende Ge- 
rade sich um diese Achse dreht und dabei der (#,?/) -Ebene stets 
parallel bleibt, wahrend sie sich hebt oder senkt. Im ubrigen 
wird diese Gerade jeder beliebigen Geraden der (#,y)-Ebene mit 
Ausnahme der Geraden x — konst, parallel. Dazu ist aber notig, 
daB sie iiber unbeschrankten Spielraum in bezug auf Steigen und 
Fallen verfiigt. 

Fassen wir andererseits die Funktion 

z = Q(i) 

als Flache auf. Dieselbe ist sogar auch eine Eegelflache von ge- 
nau demselben Charakter: 

y = xR(z), 

nur mit dem einen Unterschied — und dies ist eben die crux der 
ganzen Sache — , daB dem Steigen und Senken der erzeugenden 
Geraden hier Grenzen gesteckt sind. 

Trotzdem besteht soviel von der Flache, wie in der Umge- 
bung des Anfangs liegt, in beiden Fallen aus einem regularen 
Stucke, welches sich liber der (#, 0 )-Ebene singularitatenfrei aus- 
breitet. 
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Drittes Kapitel. 


Singnlare Stellen und analytisehe Fortsetznng. Rationale 
Fanktionen. 


1. Aufierwesentliche singnlare Stellen. 


Seien G(z y , . . z n ) und H z n ) zwei Funktionen, welche 
sick beide im Punkte ( z ) = (a) analytisch verhalten, und wovon 
keine identisch versehwindet. Versehwindet dann H im Punkte 
(a), wahrend G und H keinen gemeinsamen Teiler im Punkte (a) 

Q 

haben, vgl. Kap. 2, § 4, so wird durch den Quotienten gr eine 
Funktion F dargestellt: 




„ \ (t(^i , * . . , g w ) 

’ Zn >~ 


welcbe im Punkte (z) = (a) eine aufierwesentliche singnlare Stelle 1 ) 
besitzt. Und allgeniein hat jede Punktion F , welche einer der- 
artigen Darstellung fahig ist, im Punkte (a) eine solche Singulari- 
tat. Auf Punkte des unendlich fernen Bereiches wird die Defini- 
tion in der iiblichen Weise iibertragen. 

Damit eine Punktion F(z l9 ...,z n ) im Punkte (z) — (a) eine 
auBerwesentliche singulare Stelle aufweise, ist offenbar notwendig 
und hinreichend, daB die Punktion sich in einem 2w-dimensiona- 
len Teile ^ einer bestimmten Umgebung a des Punktes (a) analy- 
tisch verhalt und dort nicht identisch verschwindet ; daB es ferner- 
hin eine in a analytisehe, im Punkte {a) versehwindende, aber in 
a nicht identisch verschwindende Punktion H(z l9 ...,z n ) gibt, 
derart, daB das zunachst im Bereiche a x betrachtete Produkt HF 
eine analytisehe Fortsetzung uber den ganzen Bereich a bin ge- 
statte: 

(^1 j * * *> &n) (% ? * * • ? %ii) == ^ (^l ? * * • ? %n) > 


1) WeierstraB, Funktionenlehre, S. 130 = W&rke, Bd. 2, S. 156. 
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nnd daB endlich G und H keinen gemeinsamen Teller im Punkte 
(a) zulassen. 

Von den zwei Klassen aujSerwesentlicher singuldrer Stellen . Die 
auBerwesentlichen singularen Stellen lassen sich in zwei Klassen 
einteilen : 

i) 1st der Zahler G im Punkte ( a ) von null verschieden, so 
wird F unendlich, wenn der Punkt {z) sich dem Punkte (a) nahert. 
Ausfiihrlicher gesagt, entspricht einer beliebig groBen positiven 
Zahl M eine zweite positive Zahl <3 derart, daB 

\F (zi, . . . , z n \ > M 

bleibt, sobald (z) ein Punkt des Bereiches 

I | < d , / = i , • ■ • , n , 

ist, wofur nur H(z x , . . z n ) 4 = 0 ist. 

Eine solche Stelle ist das Analogon eines Poles im Falle der 
Eunktionen einer Variabelen, und radge eine auBerwesentliche sin- 
gulare Stelle erster Art oder ein Pol heiBen. Durch die Gleichung 

PL ( z ^ , . • - , -^ n ) = 0 

wird, in der Nahe von (a), ein aus einem oder mehreren Stuck en 
bestehendes (2n — 2)-fach ausgedehntes Gebilde © definiert. Jeder 
Punkt. von © ist auch ein Pol von F. Mithin treten die Pole einer 
analytischen Punktion von n > 1 Veranderlichen niemals isoliert 
auf, sondern sie erfullen eine (2n — 2)-fach ausgedehnte analy- 
tische Mannigfaltigkeit. 

ii) Verschwindet dagegen G(z l9 ...,z n ) ebenfalls im Punkte 
(a), so heiBt (a) eine auBerwesentliche singulare Stelle zweiter Art . 
In der Umgebung einer solchen Stelle nimmt F einen beliebig 
vorgeschriebenen Wert C in den Punkten eines aus einem oder 
mehreren Stucken bestehenden (2ra — 2)-fach ausgedehnten Ge- 
bildes ©' an, und zwar wird ©' durch die Eelationen 

G (% , . • . , CH (% , . . . , # w ) = 0 , H {z x , . . * > £ n ) =j= 0 

bestimmt. Nach dieser Seite hin hat daher eine solche Singulari- 
ty Ahnlichkeit mit einer wesentlichen singularen Stelle einer 
Punktion einer Variabelen. 

In der Umgebung einer auBerwesentlichen singularen Stelle 
zweiter Art, (z) = (a), liegen ebenfalls Pole, welche denn ein 
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(2?i — 2)-fach ausgedehntes Gebiet erfiillen, nnd zwar werden 
dieselben durch die Belationen 

H(z 1 , . . z n ) = 0, G{z 1 , • • Zn) + 0 

bestimmt. M. a. W. muB man aus dem aus einem oder mehre- 
ren Stiicken bestehenden (2n — 2)-fach ausgedehnten Gebilde 
H(z l , . . z n ) =0 noch die Schnittpunkte mit dem Gebilde 
G(z l3 . . .,z n ) =0 fortheben. 

Die soeben ausgenommenen Schnittpunkte: 

G (% , . . . , 2 n ) = 0 , H (z 1 , . . . , z n ) = 0 

erfiillen, sobald n 8 ist, ein aus einem oder mehreren Stiicken 
bestehendes (2« — 4)-fach ausgedehntes Gebilde und liefern samt- 
lieh auBerwesentliche singulare Stellen weiter Art. Die in einer 
bestimmten Hyperkugel 

| Z y — % | 2 + ' ' + | z n — a n P = 

gelegenen Punkte dieser Gattung bilden eine abgesehlossene 
Mannigfaltigkeit. Fur die Pole trifft dies im yorliegenden Dalle 
nicht mehr zu. 

Ist dagegen n = 2, so treten die auJBerwesentlichen singularen 
Stellen zweiter Art isoliert auf. Die iibrigen singularen Punkte 
der Nachbarschaft einer solchen Stelle sind samtlich Pole. 

Hat die Punktion F(z 1 ,...,z n ) im Punkte (a) einen Pol, so 
hat die Punktion 


aF+j3 


ad — Py + 0, 7 + 0, 


yF + S’ 

in der Nahe von (a) nur hebbare Unstetigkeiten, in denen sie 

sieh stets dem Werte — nahert. 

7 

Hat F dagegen eine auBerwesentliche singulare Stelle zwei- 
ter Art in (a), so hat jede Funktion 


aF±l 
yF + d ’ 


ad — f)y + 0, 


ebenfalls eine auBerwesentliche singulare Stelle zweiter Art in (a). 
M. a. W. bleibt die (2 tc — 4)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
der auBerwesentlichen singularen Stellen zweiter Art gegeniiber 
der genannten linearen Transformation erhalten, wahrend das ent- 
spreehende bei den Polen nicht zutrifft, sofern y + 0 ist. 

Im iibrigen bleiben die auBerwesentlichen singularen Stellen 
nebst der soeben besprochenen Einteilung derselben offenbar in- 



§ 2. Fortsetzung. Hinreichende Bedingungen 183 

variant gegeniiber einer beliebigen Transformation von der Art 

(1) 8 $ / t ( ? • * * 9 Zn) > i = l,. 

wobei sich im Punkte ( z ) = (a) analytisch verhalt nnd 

H° 0- 

Definition. Eine Funktion F(z l9 . . z n ) heiBt meromorph 
in einem Punkte (a), wenn sie sich dort analytisch verhalt oder 
hochstens eine auBerwesentliche singulare Stelle dort aufweist. Sie 
heiBt meromorph in einem Bereiche T, wenn sie im allgemeinen 
eindeutig erklart und analytisch in T ist und keine anderen singu- 
laren Stellen im Inneren von T als nur auBerwesentliche besitzt. 
Insbesondere kann sie im ganzen Bereiche T analytisch sein. 

Verhalt sich F meromorph in T und ist F keine Konst ante, 
so ist auch die Punktion 


yF + S’ 


ad — f}y 4= 0, 


meromorph in T. Wird andererseits T vermoge einer Transfor- 
mation (1) auf einen Bereich T bezogen, so wird die transfor- 
mierte Punktion F r ebenfalls meromorph in T* sein. 

Die Definitionen dieses Paragraphen werden in cler tiblichen 
Weise auf die Punkte des unendlich fernen Bereich es ubertragen, 
und die Satze bestehen dann unverandert. 


§ 2. Fortsetzung. Hinreichende Bedingungen. 1 ) 

Satz. Damit eine Funktion F(z l9 . . z n ) in einem Punkte 
(z) = ( a ) eine auBerwesentliche singulare Stelle hale, reicht folgende 
Bedingung hin. 

1) Der nachstehende Satz enthalt meines Wissens die erste hinreichende 
Bedingung dafur, daB eine Funktion mehrerer Variabelen eine auBerwesent- 
liche singulare Stelle in einem gegebenen Punkte besitze, sofem man von 
jenem Satze von § 1 absieht, welcher eigentlich kaum mehr als eine ersicht- 
liche Umstellung der Definition ist. Auf Grund der spateren Entwicklungen 
dieses Kapitels laBt er verschiedene Verallgemeinerungen zu. Trotzdem 
schien es wiinschenswert, ihn gleich an die Spitze zu stellen, denn er enthalt 
ja den Kern der weiteren Satze. Auch der Beweis ist meistenteils schon in 
den Entwicklungen von Kap. 2 enthalten. “Was von den spateren Entwick- 
lungen dieses Kapitels noch dazu notig ist, findet sich gleich in den Haupt- 
satzen von §§ 4, 5. 

Bei einem ersten Studium dieses Kapitels kann der Leser diesen Para- 
graphen uberschlagen. 
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a) Sei H # n ) eine im Punkte (a) analytische, dort vev- 

schwindende, aher nicht ideniisch verschwindende Funktion. Dann 
soil F{z x , . . ., z n ) in jedem Punkte einer bestimmten TJmgebung 
von (a) 

E: <h, /=1 

in welchem R nicht verschwindet , eindeutig erkldrt sein und sich 
analytisch verhalten . 

b) In den in E gelegenen Is 1 ullstellen von H soil F im allgemei - 
nen unendlich werden . Dabei sollen uut solche dev genannten Punkte 
ausgenommen werden, in loelchen eine zweite Funktion G(z 19 . . *,z n ) 
von derselben Bescliaffenheit wie H, aher teilerfremd zu H, auch zu- 
gleich verschwindet . 

Die Bedingung ist auch notwendig. 

Es mogen die irreduktiblen Faktoren von H mit H l3 . . H fi 
bezeichnet werden. Indem wdr eine nicht-spezialisierte Wahl des 
Koordinatensysteras zugrunde legen und iibrigens a n = 0 setzen, 
lassen sieh die Hi unbesehadet der Allgemeinheit als ausgezeich- 
nete Pseudopolynome in z n = u annehmen. Dann wird insbeson- 
dere ein Teil der Nullstellen der Funktion H durch die irreduktible 
ausgezeicbnete pseudoalgebraische Gleichung gegeben: 

(1) Hifo, . . z n ) = u m + A H + A m = 0, 

wobei sich also A k im Punkte (z l9 . . .,z n - i) = (a l9 . . a n -i) ana- 
lytisch verhalt und dort verschwindet. Ahnliches gilt auch fur 
G { ' z 1 5 . . . , z n ) . 

Aus der dem Gebilde (1) entsprechenden Riemannschen Man- 
nigfaltigkeit g mogen zunachst alle Punkte fortgehoben werden, 
in welchen die Diskriminante von (1) verschwindet. Sodann fasse 
man noch die Punkte von g ins Auge, in welchen G sowie die 
iibrigen Faktoren verschwinden. Ist (z [ 9 . . z' n _ 19 u') 

ein solcher Punkt, so mogen alle m Punkte aus g entfernt werden, 
wofiir 

Zi = Z f i3 ial,.. 

ist. Was nun von g noch iibrig bleibt, werde mit g' bezeichnet. 

Wie man sieht, entsteht g' aus g dadurch, daB man alle 
Punkte aus g forthebt, a) in denen die Diskriminante von H x ver- 
schwindet; b) in denen die Resultante von H 1 und 
verschwindet. 
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Sei (a{, . . .,<) = (a') ein Punkt von g'. Dann hat P einen 

Pol in (a'), und daher hat die Punktion ~ in der Nahe von {a') 

nur hebbare Unstetigkeiten. Erganzt man dieselbe dort dnrch ihren 
Grenzwert 0, so werde die also vervollstandigte Punktion mit F' 
bezeichnet. 

Andererseits ist die Punktion E ± {z Xi . . z n ) im Punkte (a') 
irreduktibel. Denn es ist ja 

(% > • • • 9 ^n) “ (F F) & (% ? • • - 5 > 

wo P(z l9 . . £ n _ x ) sich analytisch im Punkte (a{, . . .,a^_ 3 ) ver- 

halt und dort den Wert a' n annimmt, und wo Q sich im 
Punkte (a') analytisch verhalt und dort nicht verscbwindet. 

Da sich nun die in der Nahe von (a') belegenen Nullstellen 
der Punktionen F' und H 1 gegenseitig decken, so ergibt sich aus 
dem 1. Satze von Kap. 2, § 8 nebst dem 2. Zusatze, daB 

F' = QFL\ l , 

wo X x eine naturliche Zahl ist und Q im Punkte (< a ') nicht ver- 
schwindet. 

Daraus folgt aber, daB die Punktion 



in der Nahe von (a') nur hebbare Unstetigkeiten aufweist, und 
daB ubrigens die erganzte Punktion dort nicht verschwindet. 

Ich behaupte nun: diese Punktion E^F hat in samtlichen 
Punkten von g' nur hebbare Unstetigkeiten, und zwar verschwin- 
det die erganzte Punktion nirgends in In der Tat sei (a") ein 
zweiter Punkt von §r', und sei X der zugehorige Wert Dann 
kann man (a') mit ( a ") durch eine Kurve C verbinden, welche 
ganz in %' verlauft. Da nun die ganzzahlige Punktion X x offenbar 
in jedem Punkte von C stetig ist, so muB X ± konstant sein, und 
darum ist X = X x . 

Ziehen wir die iibrigen Paktoren i? 2 , . . . , H heran und bilden 
wir das Produkt 

(2) F , 

so wild hierdurch eine Punktion dargestellt, welche, von hebbaren 
Unstetigkeiten abgesehen, nur noch in den Punkten einer (2n— -4)- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ein unbestimmtes Verhalten 
aufweist. Nach dem 2. Satze von § 5 unten kann diese Punktion 
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daher selbst in diesen Punkten nur hebbare Unstetigkeiten zu- 
lassen. 

Hiermit ist nnn dargetan, daJB die Funktion (2) eine analy- 
tische Fortsetzung liber die ganze Nachbarschaft des Punktes (a) 
hin gestattet. Sei G(z lf . . z n ) die daraus hervorgehende Funk- 
tion. Dann verschwindet G nicht identiseh, und G hat auch keinen 
Teiler im Punkte (a) mit H gemeinsam. Damit ist denn der Be- 
weis des ersten Teiles des Satzes erbracht. — DaB die Bedingung 
notwendig ist, erkennt man ja sofort. 

Eine Erweiterung des Satzes besteht darin, daB man an Stelle 
der Mannigfaltigkeit H = 0 eine beliebige regulare (2n — 2)-fach 
ausgedehnte oder auch sogar eine (2n— l)-fach ausgedehnte Man- 
nigfaltigkeit im Sinne von § 7 treten laBt, und dann eine (2n — 4)- 
fach ausgedehnte oder auch eine (2w — 3)-fach ausgedehnte Man- 
nigfaltigkeit aus der letzteren aussondert. Die Formulierungen 
des Textes dtirften wohl den Bedlirfnissen der Praxis besser an- 
gepafit sein. 

Wegen einer Reihe weiterer hinreichender Bedingungen vgl. 
man D. Jackson, Annals of Mathematics (2) 17 (1916) S. 172. 

§ 3. Hebbare Unstetigkeiten. 

Wir wenden uns jetzt zu einer Reihe von Satzen, welche 
Verallgemeinerungen des Riemannschen Satzes beziiglich des Ver- 
haltens einer Funktion einer Variabelen in der Nahe einer heb- 
baren Unstetigkeit bilden. 

Die Bezeichnung hebbare Unstetigkeit wird hauptsachlich auf 
die Punkte r-fach ausgedehnter, in einem Bereiche T des 2n~di- 
mensionalen Raumes der Variabelen z l9 . . .,z n belegener Gebilde 
SOI angewandt, wenn eine Funktion F(z lf . . z n ) sonst analytisch 
in T ist und es auch in den Punkten von SK wird, sobald ihre 
Definition dort nur in geeigneter Weise getroffen bzw. abgeandert 
wird. Dabei ruuB r < 2n sein. In der Regel ist r = Qn — 2 bzw. 
2 n — 4. 

Die beiden Hauptergebnisse konnen wir nun kurz, wie folgt, 
aussprechen. 1 ) 

I) Verhdlt sich eine Funktion F z n ) in den Punkten 

eines 2 n - dimensionalen Bereiches T bis auf die Punkte einer 

1) Auch der Satz von Bd. 1, S. 330 gestattet eine unmittelbare Verall- 
gemeinerung, welche spater besprochen wird; vgl. § 8. 
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(2n-2)-fach ausgedehnten, in T enthaltenen Mannigfaltigkeit ana- 
lytisch und bleibt F aufierdem endlich, so gestattet F eine analytische 
Fortsetzung uber den ganzen Bereich T kin, womit sick denn die 
Ausnahmepunkte als kebbare Unstetigkeiten erweisen . 

II) Verkdlt sick eine Funktion F(z l9 ... 9 z n ) in den Punkten 
eines 2n- dimensionalen Bereickes T bis auf die Punkte einer 
(2 n — 4 )-fach ausgedehnten x ), in T enthaltenen Mannigfaltigkeit 
analytisch, so gestattet F eine analytische Fortsetzung uber den 
ganzen Bereich T kin, womit sick denn die Ausnakmepunkte als 
kebbare Unstetigkeiten erweisen . 


In der Praxis besteht die Ausnahmemannigfaltigkeit haufig 
aus den in der Nahe eines Punktes (a) gelegenen Nullstellen einer 
im Punkte (a) analytischen, dort verschwindenden Funktion 
G(z l9 . . ., z n ) bzw. aus den gemeinsamen Nullstellen zweier solcher 
Funktionen, G 1 (z 1 , . . .,z n ) und G 2 (z l9 . . ., z n ). Aus diesem Grunde 
haben wir auch den zweiten Satz dementsprechend formuliert. 

Einen besonderen Fall des Satzes I) hat WeierstraB 1 2 ) schon 
friih erkannt und bewiesen. LaBt sich namlich die Funktion 
F(z l9 ... 9 z n ) als der Quotient zweier im Punkte (a) analytischen 
Funktionen darstellen: 


F(z 19 . 


„ \ G 2 {z x , , 

n) 



so folgt aus der Yoraussetzung der Endlichkeit von F, daB G z zu- 
nachst in jeder Nullstelle eines im Punkte (a) irreduktiblen Fak- 
tors von G x verschwinden muB. Nach dem 1. Satze von Kap. 2, 
§ 8, S. 106, muB G 2 mithin durch diesen Faktor teilbar sein. So 
wird man der Eeihe nach jeden Faktor von G x *aus dem Zahler 
und dem Nenner fortheben konnen, womit denn schlieBlich nur 
eine im Punkte (a) analytische Funktion noch iibrig bleibt. 

Was den zweiten Satz anbetrifft, so hat Hurwitz 3 ) einen be- 
sonderen Fall desselben ausgesprochen und den Beweis dafiir zu- 
gleich angedeutet, indem er hervorhob, daB eine analytische 
Funktion mehrerer komplexen Veranderlichen keine isolierte singu- 
lare Stelle besitzen kann. 1st n — 2, so kann man eine (2w — 4)- 


1) Oder sogar bis auf die Punkte einer (2 n — 3)-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit . 

2) WeierstraB, Funktionenlehre, 1885, S. 119 = Werke, Bd. 2, S. 146. 

3) A. Hurwitz, Ziiricher Vortrag, Verhandlungen des ersten inter naiio- 
nalen Mathematiker-Kongr esses, 1897, S. 104. 
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fach = Q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit eben als einen Punkt 
ansehen, und hiermit ergibt sich Satz II) fur diesen Fall. 

Der Satz gilt indessen aueh fur eine (2n — 3)-dimensionale 
Mannigfaltigkeit von Ausnahmepunkten. 1st n = 2, so bestehen 
die Ausnabmepunkte aus einer oder mehreren Kurven des 4-di- 
mensionalen Kaumes. Und nun besagt der Satz, daB eine Funk- 
tion F (w , z) , welche sonst in der Umgebung eines Punktes (a) 
analytisch ist — selbst dann, wenn man nicht weiB, daB sie end- 
lieh bleibt — , doeh stets eine analytische Fortsetzung liber die 
ganze Umgebung von (a) hin gestattet und somit hochstens heb- 
bare Unstetigkeiten dort zulassen kann. 

Im ubrigen kann die Umgebung von ( a ) durch Kurven nie- 
mals in einen Eereich von hoherem linearen Zusammenhange ver- 
wandelt werden. DemgemaB kann es keine mehrdeutige Funktion 
geben, deren Zweige sich in der Nahe von (a) bis auf die Punkt e 
einer aus Kurven bestehenden Mannigfaltigkeit analytisch ver- 
halten und im genannlen Bereiche ineinander iibergehen. Diesem 
Saohverhalt kann man eine andere Formulierung geben. 

Satz. Sei T eine linear einfach zusammenhangende Umgebung 
eines Punktes (a), und sei Z eine Mannigfaltigkeit M r ,r <^2u— -3, 
vgl. § 7. Sei T' der Bereich, welcher durch Forthebung der Punkte 
von Z aus T entsteht. Laftt sich dann ein in der Umgebung eines 
Punktes (z') von T' definiertes Funktionselement $ uber jeden in T' 
belegenen Weg hin analytisch fortsetzen , so IdfSt sich § auch in jeden 
Punkt von Z analytisch fortsetzen , und aus % entsteht somit eine im 
ganzen Bereiche T analytische Funktion. 

Zum Beweise der Satze I) und II) bedient man sich der 
Cauekysehen Integralformel. 1 ) Dadurch erhalt man zugleich Satze, 
welche viel allgemeiner als die in diesem Paragraphen ausgespro- 
chenen Theoreme sind. Wir wenden uns jetzfc zur Besprechung 
der Binzelheiten hin. 

§ 4. Fortsetzung. Die beiden Hauptsatze. 

1. Hauptsatz. In einem Kreiszylinderbereiche 
T: | z i — a i \<r i , ;=i, 

1) Diese Methode ist von Kistler, Tiber Funktionen von mehreren kom- 
plexen Veranderlichen , Gottinger Dissertation, Basel 1907, und Hartogs, 
vgl. unten § 9, mit Erfolg verwendet worden. Von Kistler ruhren auch 
die beiden vorstehenden Satze (der zweite nur fur den Fall 2 n — 4) her. 
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sei eine Funktion F(z x , . . z n ) im allgemeinen analytisch. 1 ) Dabei 
soli einem beliebigen Wertesysteme (z' 2 , . . . , z' n ) , 

| z\ —a i \< r u <= 

nur eine endliche Anzahl 2 ) von Ausnahmepunkten 

( 4 * } , Z 2 , . . Zn), * = 1 , 2 ,..., 

entsprechen, und zwar soil 

| zf — a x | < h x < r x 

sein , wo h x eine Konstante bedeutet. Bleibt F fernerhin endlieh 7 so 
lafit sick F uber den ganzen Bereich T kin analytisch fortsetzen . 

Zum Beweise betrachten wir F(z x , z % , . . z n ), wobei z i9 /= 2 ,. 
im Kreise | z t — a f | < r* beliebig gewahlt und dann festgehalten 
wird, als Funktion von z x allein. Den Voraussetzungen des Satzes 
zufolge wird diese Funktion nur hebbare Unstetigkeiten auf- 
weisen. DemgemaB laBt sich die erganzte Funktion zunachst fur 
alle Punkte z l9 welche an die Bedingung 

\zi — a 1 \<r’ 1 , h t <r' 1 <r 1 

gekniipft sind, durch die Cauchysche Integralformel darstellen: 





wobei uber den Kreis C x : \ z x — a x \ — r\ integriert wird. Fur 
diejenigen dieser Punkte, welche der Relation 

h x < | z x a x | r x 

geniigen, war aber die urspriingliche Funktion bereits definiert. 

Nun stellt aber die rechter Hand stehende Formel eine Funk- 
tion vor, welche sich im ganzen Bereiche 

I h — a,i | < r' x , | Zi — at | < r i9 

analytisch verhalt, Kap. 1, § 8, 8. Satz, und da nun r[ beliebig 
nahe an r x geriiekt werden kann, so gestattet diese Funktion eine 

1) Hierin ist ja die Forderung der Eindeutigkeit mit enthalten; Kap. 1, § 5. 

2) Diese Anzahl braucht indessen nicht fiir die verschiedenen Punkte 

den gleichen Wert beizubehalten. Auch kann fiir einen beliebi- 
gen Punkt {z 2 , . . . , z' a ) die Menge der Ausnahmepunkte unendlich sein, sofem 
nur die erste Ableitung (I, S. 570, 1. Anm.) oder allgemein eine bestimmte 
Ableitung davon aus einer endlichen Anzahl von Punkten besteht. 
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analytische Fortsetzung iiber den ganzen Bereich T hin. Hier* 
mit ist der in Aussicht genommene Beweis erbracht. 

2. Ha up t sat z. In einern Kreiszylinderbereiche 

T: | Zi — di | < r i9 i = i, 

sei eine Funktion F(z 1} . . z n ) analytisch mit Ausnahme gewisser 
Punkte (z[ , z' 2 , z' z , . . . , z' n ) , welche im Bereiche 

| Zj_ CL x j j Z 2 ^'2 I ^ ^2 ^ ^*2? 

| z % — a t | < 

beliebig gelegen sei?i diirfen; dabei sind h 1} h 2 Konstanten. Dann 
laflt sich F uber den ganzen Bereich T hin analytisch fortsetzen. 1 ) 

Zum Beweise nehmen wir 2 2 im Kreisringe h 2 < \ z 2 — a 2 | < r 2 
nnd z i} im Kreise | — a*| < r z - willkiirlich an nnd hal- 

ten diese Argumente dann fest. Hierdurch geht F in eine im 
Kreise \z 1 — a 1 \ < r x analytische Funktion von % allein iiber und 
gestattet somit im Kreise 

|*i — ail <r'i, 0<r;< r l9 


eine Darstellung durch die Cauchysche Integralformel : 


F(z u z 2 , . . 



dt 9 


wobei iiber den Kreis G t : | z x — a 1 \=r[ integriert wird. 

Nun stellt aber die rechter Hand stehende Formel eine Funk- 
tion vor, welche sich im ganzen Bereiche 

I *i — % I < *1, I *< — % I < r i9 


analytisch verhalt, Kap. 1, § 8, 3. Satz, und da nun r[ beliebig 
nahe an r x geriickt werden kann, so gestattet diese Funktion eine 
analytische Fortsetzung iiber den ganzen Bereich T hin. 


1) Wie man sieht, ist von der Endlichkeit der Funktion bei diesem Satze 
nieht mehr die Rede. Anch wird iiber die Definition oder das Verhalten der 
Funktion in keinem Punkte des Bereiches 

I z i a i I < » I a 2 I k 2 , | <3/ c — a Jc\ < ^ r k> i = S , . . . , w, 

irgendeine Voraussetzung gemacht. 
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§ 5. Von der Tragweite dieser Satze. 

a) Lineare und allgemeine Transformationen. Vor allem ist 
klar, daB jeder der beiden Hauptsatze anch fiir solche Funktionen 
F(z l9 ...,z n ) gilt, welche nach Ausiibung einer nicht-singularen 
linearen Transformation 

z' k — c hl z 1 + * - • + C kn Z n + C k , * = ■»«. 

oder allgemeiner einer nicht-singularen analytischen Transformation 

~ V& (&l ? • * * ? # n ) ? A = 1 , . . . , n, 

in Punktionen F'(z[, . . z' n ) iibergehen, die im transformierten 
Bereiche den Bedingungen des betreffenden Satzes geniigen. 

b) Besondere singulare Gebilde. Aus der soeben gemachten 
Bemerkung erkennt man, daB der erste Satz, § 4, insbesondere 
zum folgenden, fiir die Praxis niitzlichen Theorem fiihrt. 

1. Satz. In der Umgebung eines Punktes (z) = (a) sei eine 
Funhtion F(z 1} . . . , z n ) im allgemeinen analytisch . Dabei mogen 
die Ausnahmeyunkte sicli unter den Nullstellen einer Funhtion G 
befinden: 

Q (^1 r ••• 9 &n) = 0 , 

wo G sich im Punkte (a) analytisch verhalt und dort verschwindet, 
ohne identisch zu verschwinden . Bleibt F fernerhin endlich im ge- 
nannten Bereiche , so lafit sich F uber den ganzen Bereich hin 
analytisch fortsetzen und iveist somit in den A usnahmeyunkten nur 
hebbare Unstetigkeiten auf. 

Ebenso kann man aus dem zweiten Satze ein besonderes 
Theorem ableiten, welches in der Praxis haufig zur Anwendung 
kommt. 

2. Satz. In der Umgebung eines Punktes (z) = (a) sei eine 
Funhtion F(z l9 ...,z n ) im allgemeinen analytisch. Dabei mogen 
die Ausnahmefunkte sich unter den simultanen Nullstellen zweier 
Punktionen G x und G 2 befinden: 

G 1 {g 1 , 0, G 2 (%, . . z„) = 0, 

wo G 1} G% sich im Punkte (a) analytisch verhalten und dort ver- 
schwinden, und aufierdem keinen gemeinsamen Teiler im Punkte (a) 
haben. Dann lafit sich F uber den ganzen Bereich hin analytisch 
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fortsetzen und weist somit in den Ausnahmepunkten nur hebbare 
Singularitaten auf. 

Bine andere Art singularer Gebilde sind die in § 7 zu bespre- 
chenden regularen Mannigfaltigkeiten k - ter Ordnung, M k . Es 
laBt sich leicht zeigen, daB die obigen Satze auch fur den Fall 
besteben, daB die Ausnahmepunkte eine M 2 „_ 2 bzw. eine M 2n _ i 
ausmachen. 1 ) 

c) Von der Allgemeinheit der Satze von § 4. Mit Hilfe der 
Bemerkung a) haben wir ans den Satzen von § 4 soeben zwei neue 
Satze abgeleitet, welehe nach einer Riebtung bin allgemeiner sind. 
Dabei baben wir aber nur einen Teil jener Satze mit aufgenom- 
men, so daB also die Satze dieses Paragrapben nicbt als spezielle 
Falle der anderen Satze erscbeinen. 

In der Tat verlangen die Yoraussetznngen des 1. Satzes, §4, 
nicbt einmal die Stetigkeit des Ausnabmegebildes. Und im Falle 
des 2. Satzes, § 4, diirfen die singularen Punkte im besonderen den 
Rand eines beliebigen 2^-faeb ausgedehnten Bereiches bilden, so- 
fern derselbe nur im bewuBten Raumteile: 

| % — | < h t , | z- 2 — a 2 1 < h 2 , | — a i \<r i> ;=s, ..,n, 


liegt. 


§ 6. Eine Verallgemeinerung des zweiten Satzes. 

Satz. In einem Zylinderbereiche 

T: \z 1 — a 1 \ < r 1; \% 2 — « 2 1 < p, \Vz — A I < 

\z i — a t \<r i , 

sei eine FunHion Ffa, z 2 , . . z„) analytisch mit Ausnahme gewisser 

Punkte , welche im Bereiche 

\z 1 —a 1 \<h 1 <r 1 , | x 2 — a 2 \<p, \y 2 — 0 2 \<e<q, 

\z i — a i \<r i , *'= s. •••.». 

beliebig belegen sein diirfen; dabei sind \ und g Konstanten. Dann 
la/3t sich F uber den ganzen Bereich T hin analytisch fortsetzen. 


1) Ein anderer Beweis des zweiten Satzes, welcher Interesse bietet, ist 
von Milne gegeben worden: Bulletin Amer . Math . Soc. (2) 21 (1914), S. 116. 
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§ 7. Von der Mannigfaltigkeit M r 
Zum Beweise nelimen wir z 2 im Bereiche 
\x 2 — a 2 \<p, Q<y 2 <q bzw. —q<y 2 < — Q, 

und Zi im Bereiche \z t — a, | < r<, 3, willkiirlich an und 

halten diese Argumente dann fest. Hierdnrch geht F in eine im 
Kreise | % — a x | < r x analytische Funktion von % allein iiber und 
gestattet somit im Kreise 

|*i — Oil <r[, 0 < r[ < r l9 

eine Darstellung durch die Cauehysche Integralformel: 



c x 

wobei iiber den Kreis C x : | z ± — | = r[ integriert wird. 


z 7 -£bene 




^ig. 4. 


z 3 -£berie 



Nun stellt aber die rechter Hand stehende Pormel eine Funk- 
tion vor, welche sich im ganzen Bereiche 

I *i % | < | %2 a 2 I < V > \ Vz ^2 I ^ q 9 

\z t — a t \ < r i} « = 3 , . . . , w, 

analytisch verhalt, Kap. 1, § 8, 3. Satz, und da r[ beliebig nahe 
an r 1 geriickt werden kann, so gestattet diese Punktion eine ana- 
lytische Portsetzung iiber den ganzen Bereich T him 


Sei 


7. Von der Mannigfaltigkeit i!f r . 

z k = x lc + iy k9 a lz =a k + ip k9 


Dann soli die Mannigfaltigkeit M r aus den Punkten (z l9 , 
best eh en, wofiir 

( X' 1c = cp 2 k _ i (£ x , . . . ,t r ) , 

(A) U 4 N 

| Vk 9^2 k v'lf • * *r) 

Osgood, Fu n ktionentheorie. 11,1. 2. AufL 


• } %n) 


13 
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ist. Dabei sollen die 2 n reellen Funktionen cp li . . ., (p 2n der r reel- 
len Argument e t l9 ... 9 t r , r< 2 «, nebst alien partiellen Ableitungen 
erster Ordnung, in einer bestimmten Umgebung des Anfangs 
(t) = (0) stetig sein und in diesem Punkte die Werte annehmen: 

= <P2k-i(0, • • •» o), p k = <p 2 k(0, ■ ■ ■, 0). 

AuBerdem soli die Matrix 


! cep! 

d<P 1 

ct 1 

dt r 

dcp 2n 

?<P°-n 

dt x 

dt r 


im Punkte (t) = (0) vom Eange r sein. 

Der Fall r = 2?? — 8. Verschwindet bier die (2 n — 3)-reihige 
Determinant© nieht, welche durch Fortlassung der 1., 2. und 
4. Zeile aus der Matrix entsteht, so lassen sicb die entsprechen- 
den r = 2 n — 8 Gleichungen aus (A) nach den auflosen. In- 
dem nun die also erhaltenen Werte von % i in den ubrigen 
Gleichungen eingetragen werden, wird M 2n _ z in der Nahe des 
Punktes (z) = (a) durch die folgenden drei Gleichungen dargestellt: 

(B) x 1 ==co 1) y 1 =co 2 , y 2 =Qj 3 , 

wobei die Funktionen 

(x 2 , ^3 j yz j • * • j y yn ) ? j = 1,2,3, 

nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung, in einem be- 
stimmten Bereiche 

B: I — «2 1 <P> \2k — a*|<**, *= 3 ,. 

stetig sind und im Punkte (a 2 , a 3i /S 3 , . . ., a n , fi n ) bzw. die Werte 
a l9 /S 1? /So annehmen. 

Ist andererseits die (2 n — 8)-reihige Determinante, welche 
durch Fortlassung der 2., 4. und 6. Zeile (n ^ 3) aus der Matrix 
9)1 entsteht, von null verschieden, so lassen sich die Gleichungen 
(A) durch folgende ersetzen: 

(B') y i = ip j (x 1 ,x 2 ,x s ,x i ,y i; ...,x n! y n ), j= 1 , 2,3 

wobei die Funktionen ip i7 nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung, in einem bestimmten Bereiche 

B': | Xj — ccj[<'p j) 1,2,3; \z h — a k \<r k , 
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stetig sind und im Punkte (a x , a 2 , a 4 , p 4 , . . ., a n , p n ) bzw. die 

Werte p l9 p 29 p 3 annehmen. 

Wie man sofort sieht, lafit sich jeder andere Fall r — — 3 
zunachst auf einen dieser beiden zuriickfuhren, indem man eine 
geeignete Permutation der z l9 . . ., z n vornimmt und eventuell 
auch einige der z k durch iz 7c ersetzt. 

Aber auch der zweite Fall kann durch eine nicht-singulare 
lineare Transformation : 


j z x = (a x + ip x ) z\ + (n + id x ) z' 3 9 
(I) | z z = (a 3 + ip 3 ) z x + (y 3 + id 3 ) z 3 , 

\ z 7c = z k , *= 2, *,4 

— dabei haben wir ja der Kiirze halber (a) — (0) gesetzt; im 
ubrigen haben die hier verwendeten Koeffizienten a l9 ...,p z mit 
den fruheren GroBen a X9 ... 9 p z nichts zu tun, — auf den ersten 
zuruekgefiihrt werden. Setzt man namlich 

Q (x x , y x , ... 9 x n , y n ) = y x yj x , 


sowie ferner 


X(#ij y x , - . . , x n9 y y z ip z . 


Q(x x , y l9 x n , y n ) = y[ 9 . . ., x n9 y n ) 9 

X(#i, y x , . . ., x n , y^i) = X (x x , y x9 . . • , x n9 y^)i 
so handelt es sich darum, ob das Gleichungssystem 

Q' = 0, X'=0 


nach x[, y[ aufgelost werden kann. Dazu geniigt ja, daB die 
Jacobische Determinante 


d (Q' ± XQ 

d (®i > 2/1) 


■ « 

1 dx 1 


O X 3 


2^3 , D O fV>3 , O dtPz 

Tx~ z +P *’ 


+ #3 


im Anfange nicht verschwinde. Diese ist aber ein Polynom in 
a l9 Pi> Pz> (lessen Koeffizienten nur dann samtlich verschwin- 
den konnten, wenn insbesondere die Koeffizienten der Glieder in 
a\ 9 a x a 3 , a x p 3 verschwinden: 

(bp* __ n dyh __ d^s ___ 0 

ca* ’ dx ± d% 3 

djh dip 3 _ thpi dip* , j = 0 
d x x d x z c x z d 


18 * 
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und dies geht offenbar nieht an. Das Result at konnen wir, wie 
folgt, zusammenfassen. 

1. Satz. Ist r = — 8 und legt man dabei ein nicht-spezia- 

lisiertes Koordinatensystem zugrunde, so la fit sick die Mannigfaltig - 
keit M 2n __ 3 durch die Gleichungen (B) dar stellen. 

1st insbesondere n = 2, so besteht M Zn _ 3 = aus einer 
regularen, durch den Punkt (a 1 ,a 2 ) hindurch gehenden Kurve. 

Der Fall r = 2n — 2. Dieser Pall laBt sieh in ahnliober Weise 
behandeln. Wir konnen das Brgebnis ohne weiteres aussprechen. 

2. Satz. 1st r = %n — 2 und legt man dabei ein nicht-speziali - 
siertes Koordinatensystem zugrunde , so lafit sich die Mannigfaltig - 
keit 2 durch die Gleichungen dar stellen: 

(C) #i — ? 2/i — ^2? 

wobei die Funktionen o)j(x 2 , y 2 , . . x n , y n ), ; = 1 , 2 , neb si ihren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung in einem Bereiche 

I**— a* I *- 2 ,. 

stetig sind und ini Punkte (a 2 , /? 2 , . . ., a n , /S n ) ksw. die Werte 
a i > Pi cmnehmen. 

Wie man leicht nachweist, bleibt der Satz auch dann 
noch bestehen, wenn man an Stelle der bevorzugten Yariabelen 
= x 1 + iy a irgendeine andere Veranderliche z k = + iy jc 

treten laBt, und zwar gleichzeitig fur jede Wahl von k. 

Der Fall r=2n — 1. Wir erteilen dem Satze bier zugleich 
eine Pormulierung, welche der Aufnahme der dem vorhergehenden 
Satze hinzugefiigten Bemerkung entspricht. 

8. Satz. 1st r =2 n — 1 und legt man dabei ein nicht-spezia- 
lisiertes Koordinatensystem zugrunde, so lafit sich die Mannigfaltig - 
keit M 2n _ 1 gleichzeitig durch jede der folgenden Gleichungen dar - 
stellen: 

(D) y % = CDj c (Xi, ? • • • > Xft, , Xj c + j, } yjz^if • • *J X> n , 2/ n ), k=l, . . .,n, 

wobei die Fu?iktion 00 k nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ord- 
nung in der TJmgebung der Stelle (a l9 0 l9 . . a*, *,a k+1 , 1 3 &+1 , . . 
Unfftn) stetig ist und im genannten Punkte den Wert (i h annimmt. 

DaB eine solche Darstellung fur einen besonderen Wert von 
k, etwa k = 1, moglich ist, erkennt man geradeso, wie in den 
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friiheren Fallen. IJnd nun braucht man nur noch eine nicht-singu- 
lare lineare Transformation mit reellen Koeffizienten zu machen: 

Zk = c kl z'j H b c kn z n , * = 1 

wo wiederum der Einfachheit halber (a) = (0) gesetzt ist, urn zu 
erkennen, dab sich die der Gleichung 

y i (*^i ? *^2 ? y% ? • • • ? 

entsprechende Gleichung in den transformierten Yariabelen nach 
einem beliebigen y' k auflosen laBt. 

Auf Grund der beiden Sdtze von § 4, nebst der Bemerkung a), 
§ 5, erkennt man nunmehr die Bichtigkeit der Sdtze I), II), § 3 fur 
Mannigfaltigkeiten M 2n _ 2 bzw . M %n _ z . 

Da ubrigens eine M 2n _ 4 sich in ersichtlicher Weise in einer 
M 2 n -3 einbetten laBt, so gilt der zweite jener Satze auch fur eine 


§ 8. Eine V erallgemeinerung eines weiteren Riemannsclieii 

Satzes. 

Es handelt sich hier um eine Verallgemeinemng des Riemann- 
schen Satzes von Bd. I, S. 380. 

Satz. In der Umgelung eines Punktes (z) = (a) sei eine 
Funktion F(z l9 ...,z n ) ausnahmslos stetig und im allgemeinen ana - 
lytisch. Dabei sollen die A usnahmepunkte auf einer Mannigfaltig- 
keit M 2n _ i, § 7, liegen . Dann verhalt sich F auch in diesen 
Punkten analytisch. 

Indem man notigenfalls eine lineare Transformation voraus- 
schickt, kann man erreichen, daB F sich im allgemeinen in einem 
Bereiche 

T: I x j — a j \<f i , I Vs — Pi I < ft. j = 

analytisch verhalt, wahrend andererseits M 2w „ 1 sich in der Nahe 
von (a) durch die Gleichungen (D), § 7, darstellen laBt. 

Es lassen sich fernerhin 2n Zahlen p h 

0 <Pj<Pi> 0 < gj < q i9 i=i, 

so wahlen, daB, sobald die 2n— 1 Argumente der Funktion co k 
an die entsprechenden 2n — 1 der 2n Relationen 

I x,—a f | ^ p'j, I Vi — Pi I ^ q'j, 


j = 1 , . . . , n, 
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gekniipft sind, die abhangige Variabele y JC =cjQ] C dann der Bedin- 
gung geniigt: 

I Vk — fix I < 

Wir erteilen jetzt den letzten n — 1 der Argument© z l9 . . ,,z n 
yon F einen willkiirlichen Wert im Bereiche 

| % | < Pjs I Vj Pi I ^ Q.h j = 2, *. .,n, 

und halten dieselben dann fest. Indent wir F(z XJ z %, . . z n ) als 
Funktion von z x allein betrachten, verhalt sicb diese im Bereiche 

T x : |«i — «i| \Vi-Pi \ <Si 

analytisch mit Ausnahme der Punkte 

Vi = «>i- 

Diese bilden aber eine regulare Kurve, welche den Bereick durch- 
setzt, ohne dabei den oberen oder den unteren Rand desselben, 
y x — P x = db zu treffen. Nach dem genannten Riemannschen 
Satze verhalt sich F mithin analytisch im ganzen Bereiche T x . 

Sei z x ein beliebiger innerhalb der Randkurve C x des Bereiches 

i *i— «ii <pi» i»i— Pi\<& 

gelegener Punkt. Dann laJBt sich F fiir diesen Punkt z x und fiir 
die friiheren Werte Zz,...,z n durch die Cauchy sche Integral- 
formel darstellen: 

F{z lt = 5 k /- ^ r; — 

Ci 

Wir fassen jetzt die Punktion F fur einen beliebigen Wert 
von t x auf C x und fur die friiheren Werte der letzten n — 2 Argu- 
ment© ins Auge, wahrend wir 2 2 blob auf den Bereich 

T Z- I X 2 — «2 | ^ P- 2 , 1 S/a ^2 | <22 

beschranken. Dann verhalt sich F, als Punktion von z 2 allein 
betraehtet, analytisch in T, und laBt sich auBerdem fiir jeden 
Punkt des Bereiches 

I X 2~ «2 I < 2>2> 


I yt — Pa I < 
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§ 9. Zwei Hartogssche Satze 


durch die Integralformel darstellen: 





6o 


wobei <7 2 sich auf den Rand dieses Bereiches bezieht. 

Indem man so fortfahrt, gelangt man endlich zu einer Dar- 
stellung von F im Bereiche 


T: \x 9 . — a i \<p ' J9 \yt — fa\<gj, i = 

durch die Formel : 



Nun ist aber F(t l9 . . t n ) stetig in jedem der Punkte (t l9 . . t n ). 
Mithin stellt diese Formel eine im ganzen genannten Bereiche 
analytische Funktion vor, und hiermit ist der Beweis geliefert. 


§ 9. Zwei Hartogssche Satze. 

Hartogs 1 ) hat die Cauchysche Integralformel zur Ermitte- 
lung von Satzen betreffend analytische Fortsetzung liber Zylinder- 
bereiche bin mit groJBem Erfolge angewandt. Dabei isfc der fol- 
gende Satz von prinzipieller Bedeutung. 

1. Satz. Sei T = (T 1? T 2 ) ein regular er Zylinderbereich im 
Baume der kom'plexen V eranderlichen (z l9 z^) 9 und sei K ein regu - 
Idrer, in T 2 belegener Bereich der z 2 -Ebene. Sei ferner f (z L , z 2 ) 
eine Funktion von der folgenden Beschaffenheit: 

a) Im Innern des vier-dimensionalen Zylinderbereiches ( T X ,K ) 
sei f (z t , z 2 ) analytisch. Ist fernerhin z' 2 ein beliebiger innerer Punkt 
von K, so soil f(z l9 z 2 ) 9 als Funktion von z x allein betrachtet , am 
Bande C x von T x stetig sein . 

b) Ist t ± ein beliebiger Punkt von C l9 so soil f{t l9 z 2 )> °^ 8 
Funktion von z 2 allein betrachtet, im Innern von T 2 analytisch 
und am Bande C 2 dieses Bereiches stetig sein; 

1) Hartogs, Sitzungsber. der Munchener Akad. 36 (1906) S. 223. Per 
nachstehende Satz, welcher iibrigens ein wenig anders wie bei Hartogs for- 
muliert ist, • — * vgl. das Madison Colloquium, S. 166, — enthalt die Satze von 
§ 4 als Spezialfalle, ist aber wesentlich allgemeiner. Darum hielten wir es fur 
angezeigt, einen einfacheren Beweis jener Satze damals zu geben. Anderer- 
seits hat Hartogs jene Satze nicht erwahnt. 
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c) Endlich soil f (t x , t 2 ) , wo t x die Kurve G x und unabhdngig 
dawn U die Kurve Co durchlduft, in diesen beiden Verdnderlichen 



stetig sein . 

Alsdann Idfit sich f(z ly z 2 ) 
iiber das ganze Innere des Be- 
reiches T hin analytisch fortseizen. 

Per Beweis ist auBerst ein- 
fach. Zunachst laBt sich / in 
jedem inner en Punkte des Be- 
reiches ( T l9 K ) vermoge der In- 


tegralformel, wie folgt, darstellen: 


/ (?H ^ 2 ) 


Im J 


/(h > ^2) 

“^1 


dt x . 


Sodann kann man die hier auftretende Funktion f(t l3 z 2 ) 
dureh eine zweite Anwendung der Integralformel in der Form aus- 
driicken : 


m 


, \ - JL f t&K 

V ~ 2 TtiJ h — 


dto 


So kommt denn: 


f C%5 # 2 ) 


1_ 
(2 niy 



dt 2 • 


Diese Formel stellt nun naek Kap. 1, § 8, 8. Satz eine im 
ganzen Bereiehe T analytische Funktion vor, welche auBerdem 
in einem vier-dimensionalen Teile von T, namlich im Zylinder- 
bereiche ( T l9 K ), mit der vorgelegten Funktion f(z t , z 2 ) iiber- 
einstimmt. Hiermit ist der Beweis des Satzes geliefert. 

Erorterung des Satzes . Yor allem wollen wir das Wesen der 
Voraussetzungen einer naheren Kritik unterziehen* Die Hypo- 
these a) ist, sozusagen, eine vier-dimensionale, da sie sich auf je- 
den Punkt einer vier-dimensionalen Mannigfaltigkeit bezieht. In 
gleichem Sinne ist b) drei-dimensional, und endlich ist c) zwei- 
dimensional. 

Die Hypothese a) hat ferner dieselbe Dimensionalitat als der 
vorgelegte Bereich T selbst. Die Hypothese b) bezieht sich auf 
ein Stuck des Randes, welches dieselbe Dimensionalitat wie der 
ganze Rand besitzt. Endlich hat c) es nur mit einem am Rande 
belegenen Gebiete von niederer Dimensionalitat zu tun. 
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§ 9. Zwei Hartogssche Satze 

Um mehr geometrische Fuhlung flir den Tat best and zu ge- 
winnen, kniipfen wir an die Vorstellungen der algebraischen Geo- 
metrie an, wobei man von Knrven und Flachen im imaginaren Ge- 
biete redet nnd zur Vorstellung davon die Anschauung im gewohn- 
lichen Eaume gewissermaBen auf den komplexen Eaum iiber- 
tragt. So hat man sich denn hier den Zylinderbereich T als ein 
Bechteck in der (%,^ 2 )-Ebene der analytischen Geometrie zn den- 
ken, wobei also ein vier-dimensionaler Bereich durch Analogie 
von einem Stiicke der Ebene vertreten wird. 

Die Hypothese a) bezieht sich nun auf einen schmalen, das 
Eechteck durchquerenden Streifen, 
wahrend die Bedingungen b) und c) 
sich bloB am Eande bewegen. Als 
Ergebnis erhalten wir dann eine Fort- 
setzung der zunaehst bloB in jenem 
Streifen erklarten Funktion liber das 
ganze Eechteck hin. 

Ausdehnung desselben auf n > 2 Argumente . Die Verallgemeine- 
rung des Satzes liegt schon auf der Hand. So wird man im Falle 
n = 8 von einem regularen Zylinderbereiche T = (T l9 T 2 , T B ) nebst 
zwei in T 2 und T z belegenen regularen Bereichen K 2 bzw. E 3 
ausgehen und verlangen, 

a) daB f(z l9 z 2f z 3 ) sich im Bereiche ( T 1 ,K 2 ,K 3 ) analytisch 
verhalte und auBerdem, als Funktion von % allein betrachtet, 
w r obei z i in Ki 0 = 2 , 3 ) liegt, am Eande C x von T x stetig sei; 

b) daB f(t 1 ,z 2 ,z 3 ), als Funktion von z 2 allein betrachtet, wo- 
bei t x auf C x und z 3 in K z liegt, sich im Bereiche T 2 analytisch 
verhalte und stetig am Eande C 2 desselben sei; 

c) daB f (t ± , t 2 , z 3 ) , als Funktion von z 3 allein betrachtet, wo- 
bei auf Ci liegt, sich im Bereiche T 3 analytisch verhalte und 
am Eande C 3 desselben stetig sei; 

d) daB f(t l9 t 2 , t 3 ) stetig sei, wenn t x , t 2 , t 3 unabhangig 
voneinander bzw. die Kurven C l3 (7 2 , C 3 durchlaufen. 

Alsdann laBt sich / uber den ganzen Bereich T analytisch 
fortsetzen. 1 ) 

Insbesondere werden die Bedingungen des Satzes sicher er- 
fiillt, wenn sich die Funktion f(z 1 ,...,z n ) in jedem Eandpunkte 

1) Wegen einer Verallgemeinerung dieses Satzes vergleiche man Har- 
togs, a. a. 0., S. 234, sowie das Madison Colloquium , S. 171. 
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eines regularen Zylinderbereiches T = (T 1 , . . T n ) analytisch ver- 
halt. Hiermit haben wir bereits einen Beweis des folgenden 
Satzes. 

2. Satz. 1st eine Funktion f(z l9 ...,z n ) in der Umgebung 
ernes jeden Randpunktes ernes regularen Zylinderbereiches 

T = (T 19 ..., T n ) 

eindeutig erkldrt und verhalt sich f dort analytisch , so gestattet f 
eine analytische Fortsetzung uber den ganzen Bereich T. 

Mit diesem Satze hat Hartogs a. a. 0. den ersten Spezial- 
fall eines cler frappantesten Satze ans der Theorie der Funktionen 
mehrerer komplexen Veranderliehen gefunden. Der Satz gilt 
namlich allgemein fur einen beliebigen Bereich T des 2n-dimen- 
sionalen Raumes, ygl. § 11. 

Nachdem Hartogs seinen Satz bewiesen hatte, erhielt dann 
E. E. Levi 1 ) den folgenden Satz. Verhalt sich eine Funktion 
zweier iirgumente, f(x,y), in jedem Randpunkte eines vier- 
dimensionalen Bereiches T meromorph, so laBt sich / im Innern 
von T meromorph fortsetzen, d. h. analytisch fortsetzen, derart, 
daB die also erhaltene Funktion sich uberall im Bereich T mero- 
morph verhalt. 

Indem man nun die Methoden von Hartogs und Levi kom- 
biniert, gewinnt man den vorhin erwahnten Satz von § 11, wel- 
cher eben darin besteht, daB man im Levischen Satze das Wort 
meromorph durch analytisch ersetzt und zugleich den Fall n ^ 2 
aufnimmt. Der Beweis dieses Satzes hangt vom Satze des nach- 
folgenden Paragraphen ab. 

§ 10. Ein weiterer Satz von Hartogs. 

Satz. 2 ) Sei = f(x, y) eine Funktion, welche 

sich in jedem Punkie der Menge 

\y\=K, 0 <K; x € = a i9 

analytisch verhalt und sich langs keines der Wege 
L : y = te ai , 0<^t^K; x i = a i , / = 


1) Vgl. unten, § 13. 

2) Hartogs, a. a. 0. 
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bis in den Punkt (x,y) = (a, 0) analytisch fortsetzen la fit. Alsdann 
gibt es einen Zylinderbereich § = (§ 1? . . 

i • I Xj a$ j h$ ? « = i , . . . , w, 

derart , dafi f(x,y) sich in jedem Punkte (x,y), wo (x) in § liegt 
und \ y \ = K ist , analytisch verhalt, wdhrend andererseits jedem 
Punkte (x°) von § mindestens ein Punkt y 0 = Qe ei , 0 ^ g < K, 
entspricht, wofur f(x, y) Vangs der Kurve 

L 0 : y — te 6i , Q <:t <^K; Xi=x^, # = i, 

in jede Nachbarschaft der Stelle (x°, y Q ) hinein analytisch fort - 
gesetzt werden kann, ohne jedoch diesen Punkt selbst zu erreichen . 

Der Kiirze halber setzen wir = 0, /=i, Da f sich in 
jedem Pnnkte der abgeschlossenen Menge 

3, = 0, 1 2/1= Z 

analytisch verhalt, so gibt es n -f 1 positive Zahlen, h i9 < = i,. 
k < E, derart, daB / sich auch in jedem Punkte des Bereiches 

T: | ^ | ^ h if # = i, 

analytisch verhalt. 

Sei (#°) — (#J, . . ccj) ein beliebiger innerer Punkt des 
Bereiches § = (§i, . . &»): 

I ^ I < 

und sei ferner 

0 < s t < hi— | aj |, 

Dann verhalt sich / im Bereiche 

T'; | a?* — «'=i , g ^ | y | ^ K 

analytisch. Dagegen laBt sich diese Punktion nicht Tiber den 
iibrigen Teil des Bereiches 

|s<— x*\<s i9 i=i, | 2/ I = -^ 

analytisch fortsetzen, wie man aus dem 1. Satze von § 9 erkennt. 
In der Tat gewinnt man AnschluB an jenen Satz, indem man 
z 1 = y, z k = x k _ l9 *=2,3,..., setzt und als Bereich T 1 den Kreis 
[ ?/ | K nimmt, wahrend T fc , *= 2,3,..., aus dem Kreis e 
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j x k _ 1 1 gl h k _ i bestehen soil. Endlieh werde K k mit dem Kreise 

I x ic-i — x l-i I — s *- 1 identifiziert. 1 ) 

Sei o die untere Greuze der Werte, welehe g annehmen kann, 
wenn man (x°) und die S( festhalt. 1 st g = 0 , so ist y 0 = 0 schon 
der in Aussickt genommene Punkt. Ist dagegen o > 0, so muB es 
offenbar mindestens einen Punkt y 0 = ge B * auf dem Kreise 
| y | = g geben, derart, daB die Punktion f(x,y) sich nicht langs 
des Weges 

y — te 9 ', g^t^K; x t = x°, 

bis in den Punkt (x°, y 0 ) hinein analytisch fortsetzen laBt. Hier- 
mit ist cler Satz bewiesen. 

Zusatz. 2 ) Sei P ein Randpunkt einer Hyperkugel und sei 
eine Function, welehe sich in dem aufierhalb $ belege- 
ne n Teile T der Umgebung von P analytisch verhalt. Dann lafit 
sich f am Punkte P uber T hinaus ins Innere von $ analytisch 
fortsetzen. 

Wir wollen den Anfang in den Mittelpunkt 0 von & verlegen 
und auBerdem die Hyperebene z n = 0 durch P hindurchgehen 
lassen. Dann wird P die Koordinaten o»_i, 0) haben, wo 

| a x | 2 H h| o%- 1 | 2 = p 2 > 0 

ist, und die Hyperkugel wird durch die Gleichung 

| % | a H b K | 2 = P 2 

dargestellt. Als Bereieh T darf man die Punkte (z) nehmen, deren 
Koordinaten an die Bedingungen gekniipft sind: 

I Ui I 2 H h i I s >P 2 > 

I j Z]z — | ^ h[. , k = 1 , . ■ n, (a n = 0) , 

wo h 1: eine geeignete positive Zahl bedeutet. 

Der Einfachheit der Darstellung halber sei zunachst n — 2, 
s 1 = x, = y, % = o 4 = 0 . Dann wird p = | a \ , und T besteht 

aus den Punkten , , 

I £ | 2 + | y | 2 > | a | 2 , 

\%J\<K, | x — a\ < h t . 

1) Diesen Schritt kann man auch vermoge des Laurentsohen Satzes be- 
griinden; vgl. Levis Beweis des entspreehenden Satzes von § 12. 

2) Dieser Satz findet sich nicht bei Hartogs. Er ist dem entsprechen- 
den Satze von Levi fur den Fall n = 2 (§ 11, Zusatz) nachgebildet. 



205 


§ 10. Ein weiterer Satz von Hartogs 
Wir nehmen K so an, da£ 

0 < K <h 2 . 

Dann liegt jeder Punkt (x 9 y) 9 wofiir 

« = a, \y\=E 

ist, in T, und darum verhalt sich f(x 9 y) in jedem dieser Punkt e 
analytisch. 

Ware nun der Satz nicht richtig, so miifite es dem Haupt- 
satze dieses Paragraphen gemafi eine positive Zahl h fg h x geben, 
derart, daB, wenn x° = a' ein beliebiger Punkt des Bereiehes 

(1) | x — a | < h 

ist, die Funktion f(x 9 y) sich unmoglich langs jedes Weges 

L: y — te 6i , 0 ^ t ^ K, 6 = const.; x = a' 

bis in den Punkt (x 9 y) = (a', 0) analytisch fortsetzen laJBt. 

Hiermit sind wir aber zu einem Widerspruch gefiihrt worden, 
indem wir nun a' im Kreise (1) nur so annehmen, daB 

1 o' I > I a I 

wird. Denn jeder Punkt (x 9 y) 9 wofiir x = a' und \ y\ fg If ist, 
liegt ja in T, und in T ist f(x 9 y) doch analytisch. 

Im Falle n > 2 verlauft der Beweis parallel. Man nehme hier 

0 <K <h n 

an. Dann ist f(x,y) in jedem Punkte (%,..., a w _ 1? y) analytisch, 
wofiir \ y\ = K ist. Jetzt setze man voraus, der Satz sei falsch, 
und ziehe man den Hauptsatz dieses Paragraphen heran. Hier 
treten an S telle von (1) die n — 1 Ungleichungen 

( 2 ) | *1 — 0*1 <h, 

wo 0 < h fg &= l , . . i . Als Punkt (x°) wird man einen Punkt 
(a { 9 . . ., a^_ 3 ) wahlen, wofiir 

KIM 1- 1 cC_i I 2 > P 2 , 

[ a' k — a k | < h 9 k=t 

Dann wird jeder Punkt , . . ., a' n ~ 19 y) 9 wofiir ] y | ^g K ist, in 
T liegen, und somit ist f(x 9 y) analytisch in all diesen Punkten. 
Dies widerspricht aber der Aussage jenes Hauptsatzes. 
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Bemerkung. Wir machen nock darauf aufmerksam, dak der 
entspreckende Satz, wobei die Hyperkugel durch eine Hyperebene 
ersetzt wd, nickt gilt. Sonst wurde insbesondere eine Funktion 
f(x, y), welcke im Bereiche 

f 9? (x) > a (a, reell und > 0) 

T: { \x — a\<k, \y \<h 

analytisck ist, sich uber die ganze Umgebung des Punktes 
(x, y) = (a, 0) analytisck fortsetzen lassen. Sei / eine Funktion 
von x allein, welcke sick im Bereicke 

5ft ($) > a, \ x — a \ <k 

analytisck verhalt und die Kurve 5ft (a) = a zur naturkchen Grenze 
kat. Fiir diese Funktion ist der Satz falsck. 

Aus den voraufgekenden Entwicklungen gekt folgender Satz 
hervor. Sei G(x,y) eine im Punkte (a 9 b) analytische, dort ver- 
schwindende, aber nickt identisck versckwindende Funktion der 
beiden unabhangigen Yariabelen x, y. Dann ist die reelle durcli 
die Gleickung G{x,y) = 0 definierte Flache des vier-dimensionalen 
Baumes der komplexen Veranderlicken (x, y) uberall gleicksam 
negativer (oder wenigstens nickt positive!) Krummung, da es 
keine durck (a, b) gehende Hyperkugel gibt, welcke diesen Ort in 
der sonstigen Umgebung von (a, b) im Inn era enthalt. 

§ 11. Ein Satz betreffend analytische Fortsetzung. 

Satz. 1 ) Sei T ein endlicker Bereich des 2n-dimensionalen 
Baumes, dessen Band aus einem einzigen Stucke besteht, und sei 
ferner f(z l9 . . ., z n ) eine Funktion, welcke sich am Bande von T 
analytisck verkalt. Dann la fit sick f durck analytische Fortsetzung 
zu einer im ganzen Bereicke T analytiscken Funktion ergdnzen. 

Der Voraussetzung des Satzes gemaB laJBt sick der Band, C, 
von T in einem 2%-dhnensionalen Bereicke einbetten, worm 

f(z 1} ...,z n ) eindeutig ist und sick analytisck verkalt. Mitkin kann 
man unbeschadet der Allgem einkeit annehmen, daB T sich aus 
einer endlichen Anzahl von Hyperwiirfeln zusammensetzt. Ist 0 
ein nicht-spezialisierter innerer Punkt von T, so wird ein belie- 
biger von 0 ausgekender Strakl den Band G in einer endlichen 
Anzakl von Punkten treffen. Seien A^-^, . . ., A k B k , wobei 


1) Hartogs, a. a. 0., S. 2131. 
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A x =0 sein soil und A i {%> 0) zwischen 0 und B i liegt, die 
verschiedenen Segmente dieses Strahles, welche in T liegen. Dann 
kann k zwar verschieden far versehiedene Strahlen ausfallen, doch 
wird k fur die Gesamtheit der Strahlen endlich bleiben. 

Wir wollen nun die vorgelegte Funktion f(z l9 ... 9 z n ) von 
jedem Punkte i B t aus nach Ai zu analytisch fortsetzen. Ich be- 
haupte: der Punkt Ai ist auf diese Weise stets zu erreichen. 
Ware dem nicht so, so zeichne man auf der Strecke BiA t den 
Punkt (f) auf, welcher die analytische Fortsetzung hexnmt. Und 
nun braucht man nur die kleinste Hyperkugel um 0 zu legen, 
welche diese Punkte (f) enthalt. Sei P ein Punkt dieser Hyper- 
flache, welcher entweder selbst ein Punkt (£) oder aber eine 
Haufungsstelle solcher Punkte ist. Dann verhalt sich /(%,..., z n ) 
in demjenigen Teile einer geeigneten Umgebung von P, welcher 
auBerhalb ® liegt, analytisch, gestattet aber keine analytische 
Fortsetzung iiber P hinaus ins Innere von Dies widerspricht 
dem Zusatze von § 10, und hiermit ist die Eichtigkeit der Be- 
hauptung erwiesen. 

Durch diese Fortsetzungen wird eine Funktion <p(z l9 . . , 9 z n ) 
im ganzen Innern von T eindeutig erklart, und zwar verhalt sich 
dieselbe uberall in T analytisch, und stimmt am Bande von T 
mit der vorgelegten Funktion f(z l9 ... 9 z n ) uberein. In der Tat 
kann man die Strecken A t Bi zu einem oder mehreren Bereichen 
S 1} S 2 ,--- zusammenfassen, derart, daB ein von 0 ausgehender 
Strahl den Bereich S k hochstens in einer der genannten Strecken 
trifft. Einer dieser Bereiche, S l9 stoBt jedenfalls an den Punkt 
0. In $i verhalt sich die Funktion nicht bloB analytisch, sie 
nimmt auch in alien Randpunkten von Si, welche zugleich auch 
Randpunkte von T sind, dieselben Randwerte an, wie die vor- 
gelegte Funktion. 

Ist T hiermit noch nicht erschopft, so gibt es einen zweiten 
Bereich, S 2i der ein (2 n — l)-fach ausgedehntes Randstiick mit 
Si gemein hat. Und nun erkennt man sofort, daB die Funk- 
tion (p(zi, . . ., 0 W ) in S 2 eine analytische Fortsetzung derselben in 
Si ist, sowie daB sie in S 2 ebenso beschaffen ist wie in £> x . 

Da die Bereiche S k nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, 
so werden sie schlieBlieh all© angegliedert, und hiermit ist der 
Beweis erbracht. 

Bemerkt sei noch, daB der Satz nicht zu gelten braucht, 
wenn T nicht endlich ist, wie folgendes Beispiel zeigt. Sei T 
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der Bereieh des Raumes der Funktionentheorie, 

\x\^l 9 | y | ^ oo; 

und sei 

/ (x, y) = log a 4 -b, | a | < 1, | b\<l. 

Andert man dieses Beispiel dahin ab, da!3 man \ y\<^l an 
Stelle von | y | ^ oo setzt, so liegt nun der Punkt (x,y) = (a, 1) 
am Rande, und die Bedingungen des Satzes sind also hier nicht 
mehr erfullt. 

Ein weiterer Satz, welcher aus dem Zusatze von § 10 un- 
mittelbar hervorgeht, und welcher iibrigens dem letzten Levi- 
schen Theorem, § 18, entspricht, ist folgender. 

Theorem. Sei E eine abgeschlossene Punktmenge des %n- 
dimensiomlen Baumes, und sei r die Entfernung eines beliebigen 
Punktes dieser Menge von einem festen Punkte 0. In einem Punkte 
P von E habe r ein relatives Maximum . Sei ferner T ein Bereieh , 
lessen Band sum Teil oder ganz aus den Punkten von E besteht , in 
der Nahe von P aber keine nicht zu E gehorigen Bandpunkte besitzt , 
und aufierdem von der Fortsetzung der Strecke OP in der Nahe von 
P getroffen wird . Alsdann kann es keine Funktion f(z 1 ,..,,z n ) 
geben , welche sich in T analytisch verhalt und sich nicht uber P 
hinaus analytisch fortsetzen lafit 

§ 12. Von den Leviselien Satzen. 

In diesem Paragraphen werden Satze entwiekelt, welche so- 
wohl zum Beweise des Levischen Satzes von § 18 als auch bei 
einer Reihe anderer Untersuchungen Anwendung finden. 1 ) 

Hillssatz. In einem Zylinderbereiche 

T: h<L\y\^K, | % — a t \ ^h i9 

sei eine Funktion —f(x,y ) analytisch, und man 

entioickle diese Funktion nach dem Laurentschen Satze: 

oo 

/(«, y) = y^g n (x) y n , g n (x) = g n {x lt . . «„) . 


1) Die hier, sowie im folgenden Paragraphen, zur Sprache gebrachten 
Satze und Methoden sind yon E. E. Levi in einer wichtigen Abhandlung 
niedergelegt worden; Annali di Matematica, (3) 17 (1910) S. 61. Dabei be- 
schrankt sich Levi auf den Fall m — 1. 
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Damit nun f(x, y) eine analytische Fortsetzung gestatte, welche 
sich im Kreiszylinderbereiche 

T ± : \y\^K, \x t — | ^ A f , 

meromoryh verhalt , ist notwendig und hinreichend, dafi es ein Funk - 
tionensystem A i (x) = A z (x 1} . . ., x m ), gibt, derart, daft die 

Relation 

(1) 0n-z(3) + -4i(®)flr»-z+i(a?) -I h A l (x)g n (x) = 0 

fur alle negativen Werte von n: n = — 1, — 2, . . besteht, wobei 
Ai(x) im Rereiche 

§: | x, — a, | ^ h i9 z=i,. 

analytisch ist. 

Damit f(x, y) die genannte Fortsetzung gestatte , reicht indessen 
kin 1 ), daft es ein Funktionensystem A z (x) = A i (x 1 , . . ., x m ), 
i- o,i,.. gibt, derart, daft die Relation 

(2) A 0 (x)g n _ k (x) + A 1 (x)g n _ k _ hl (x) H (- A k (x)g n {x) = 0 

fur alle negativen Werte von n: n = — 1, — 2,..., besteht, wobei 
A z (x) im Bereiche § analytisch ist und nicht alle A z identisch 
verschwinden. 

Die Richtigkeit des zweiten Teiles des Satzes erkennt man 
sofort, indem man die Funktion 


• • •» 2 /) = 0 >(®> 2 /) = A aV k + 4 h A k 

bildet und das Produkt 


cp(x, y) f{x, y) = yj(x, y) 


wieder nach dem Laurentschen Satze enfrwickelt. Dabei fallen die 
Glieder mit negativen Potenzen von y fort, so dafi also ip eine 
analytische Fortsetzung uber den ganzen Bereich T 1 hin ge- 
stattet. Und da nun cp{x,y) sich ebenfalls in T x analytisch ver- 
halt, so ergibt die Darstellung 


( 3 ) 


/(*» y) = 


v>( x, y) 
<p( x ,y) 


das erwiinschte Eesultat. 


1) Diese Formulierung ist fur die Anwendungen bequem. Dem Inhalt 
nach ist es ja egal, ob man die Bedingung in der Gestalt (1) oder (2) ansetzt. 
Osgood, Punktionentheorio. II, 1. 2. Aufl. 14 
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Hiermit ist auch zugleich gezeigt, daB die Bedingung (1) hin- 
reicht, denn diese subsumiert sieh ja als ein besonderer Ball mi- 
ter (2). 

Um die Notwendigkeit der Bedingung (1) zu beweisen, sei 
(x°, y Q ) eine in T x belegene singulare Stelle yon f(x, y). Dann 
laBt sich / in der Nahe dieser Stelle durch die Eormel darstellen 


( 4 ) 


/(*> y) = 


Q(*. y) 
p (*. y) ’ 


wobei P und Q sich beide in (x°, y 0 ) analytisch verhalten und P 
dort verschwindet, und wo auBerdem P und Q im Punkte ( x° , y 0 ) 
keinen gemeinsamen Teiler haben. 

Ist nun 

P(x°, y) 4 0, 


so lafit sich der Yorbereitungssatz auf P(x,y ) anwenden: 
P(x, y ) =G(x, y)Q(%, y), 

<?(*, y ) = (y—y 0 )“ + Ci(y— yoY ' 1 + — P c u , 

und da hier 


P (x°, y) — (y — y 0 }“ Q {x°, y) , Q (x°, y 0 ) 4 - 0 

ist, so gibt es keinen zweiten Punkt y' der Dmgebung yon y Q , 
wofiir (x°, y') eine singulare Stelle von f(x, y ) ware. 

Jetzt behaupte ich: Die Funktion P(x ° , y) verschwindet 
nicht identisch. Im anderen Falle wiirde es namlich einen gan- 
zen den Punkt y 0 umfassenden Bereich r des Kreises 


ffi: 


\y\£K 


geben, derart, daB, wenn y ein beliebiger Punkt von r ist, der 
Punkt (x°, y) zu einer singularen Stelle von / wird. 

Diesen Bereich r lasse man nun wachsen. Er kann den gan- 
zen Kreis ® nicht ausfiillen, denn / verhalt sich ja analytisch, 
wenn y im Binge k <J | y | K und (x) beliebig in ip liegt. Sei 
also y x ein Grenzpunkt, woriiber r sich nicht hinaus dehnen kann. 
Setzt man nun die Delation (4) fur den Punkt (x°, y x ) an: 


/(®> v) = 


Qifa y ) 

Pi(®, y ) 9 


so fuhrt sowohl die Annahme: P x (x°, y) == 0, als auch die 
andere : P x (x°, y) =£ 0 direkt zu einem Widerspruch. 
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Hierro.it haben wir also das Besultat erreicht, daB die Punkte 
y 0 von ©, welche mit einer vorgegebenen Stelle (sc°) von § zusam- 
mengenommen singulare Stellen (. x°, y 0 ) von f(x, y) liefern, eine 
im abgeschlossenen Bereiche © isolierte, und darum auch end- 
liche Menge bilden. Im iibrigen liegen diese Punkte y 0 alle schon 
im Kreise 

©': \y \ <>k. 

Sind auBerwesentliche singulare Stellen zweiter Art vorhanden, 
so liegt jeder zu einer davon fiihrende Punkt (x°) auf einer 
(2m-~- 2)-fach ansgedehnten Mannigfaltigkeit 2 ) SOI des Bereiches ip; 
vgl. § 1. Sei (x°) ein Punkt von welcher nieht auf SK liegt, 
nnd sei l die Anzahl der im Kreise © belegenen Pole y 0i jeden 
mit der gehorigen Multiplizitat gezahlt. Sodann erkennt man, 
indem man den Vorbereitungssatz auf den Nenner P(x, y) von 
(4) anwendet, daB l fiir alle anderen Punkte einer gewissen Nach- 
barschaft von (a; 0 ) den gleichen Wert beibehalt. DemgemaB ist 
aber l auch im ganzen Bereiche § exklusive der Punkte von SDR 
konstant. 

Wir bezeichnen nun die zum Punkte (sc°) gehorigen Werte y Q 
mit y l9 . . . , y z und bilden die Summe 

y\ + * * • + y\ = X s (x ± , ... , x m ) . 

Letztere Funktion ist eindeutig im Bereiche S3 exklusive der 
Menge SDR, und verhalt sich dort analytisch. Im iibrigen bleibt sie 
endlich in den Punkten von SCR. Nach dem ersten Satze von § 5 
hat sie also nur hebbare Unstetigkeiten in SOI und laBt sich somit 
zu einer in § ausnahmslos analytischen Funktion erganzen. 

Daraus ergibt sich, daB die GroBen y l9 ..*,yi Wurzeln einer 
Gleichung 

<p(p> y) =y L + A^ 1 - 1 H h A t = o 

sind, wobei A lc (x) = A k (x lf . . ., x m ) sich in § analytisch verhalt. 
Bildet man nun die Funktion 

9 >(x,y)f(x,y) =y>(x,y) 

und nimmt man (x) in ip willkiirlich an, so weist y(x } y) 9 als 
Funktion von y allein betrachtet, nur hebbare Unstetigkeiten in 

1) Im Falle m = 1 reduziert sich auf eine endliche Anzahl von Punkten. 

14* 
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® auf. Mithin laBt sich y>(x,y) in jedem Punkte (x, y), wo 
f(x,y ) definiert ist, durch die Integralformel darstellen : 


yj(x. 


’ ^ 2 j zi j 


<p{x,n)K x >n) 

' — V 


dy . 


Dabei wird das Integral iiber einen Kreis C: \y \ =K-{- e, hin- 
erstreckt, wo s eine geeignete positive Zalil bedeutet. Die rechter 
Hand stehende Funktion verhalt sich aber analytisch in jedem 
Punkte von T x , und hiennit ist nun der Beweis erbracht. 

Meromorphe Fortsetzung. Die nachstehenden Satze lassen sich 
bequemer aussprechen, wenn es uns gestattet wird, den Begriff 
der meromorphen Fortsetzung einzufiihren. Sei z n ) im 

Punkte (a 1 , . . ., a n ) meromorph, und sei L eine einfache regulare 
von L ausgehende Kurve. LaBt sich L in einem solehen 2%-dimen- 
sionalen Rohrclren B einbetten, daB sich die analytische Fort- 
setzung von / im Innem von B iiberall dort meromorph verhalt, 
so sagen wir, f gestattet meromorphe Fortsetzung langs L. Wie 
die Definition auf den Fall, daB L sich schneidet, auszudehnen 
ist, liegt nun auf der Hand. 

Wir sind jetzt in der Lage, Levis Ubertragung des Hartogs- 
sehen Satzes von § 10 auf den meromorphen Fall zu begriinden. 
Dabei erteilen wir dem Satze zugleich eine allgemeinere Formu- 
lierung und sprechen ihn auch fur den Fall von m + 1 Argu- 
menten aus. 

Satz. 1 ) Sei f(x 1 ,...,x m ,y)=f(x,y) eine Funktion, welche 
sich in jedem Punkte der Menge 


Z: \y\=K, 0 < K, x t = a i; 

meromorph, in einem Teile dieser Punkte aber analytisch 2 ) verhalt, 
und sich langs keines der Wege 


L: y = te ai , QALt^K, = a i} 

bis in den Punkt (x,y) = (u,0) meromorph fortsetzen lafit. 
Alsdann gibt es einen Bereich 

§: | — a, | ^ X, 


1 ) Der erweiterte Satz von § 15 stellt im wesentlichen eine andere For- 
mulierung dieses Satzes vor. 

2 ) DaB diese letzte Bedingung nicht aus der ersten hervorgeht, zeigt das 
Beispiel: f(x,y) = ll<p(%), wo 9 im Anfang irreduktibel ist. 
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derart , daft f(x,y) sich in jedem Punkte (x,y), too (x) in § liegt 
und j y | = E ist, meromorph verhalt, ivahrend andererseits jedem 
Punkte ( x ° ) von § ein Punkt y 0 = qe 9i , 0 ^ o < K entspricht , 
too fur f{x,y ) Icings der Strecke 


L 0 : y=te 6i , gCt^K, = x° i} *=i,. 

bis in jede Nachbarschaft der Stelle (x°, y 0 ) hinein meromorph fort - 
gesetzt werden kann , o/me jedoch diesen Punkt selbsi zu erreichen . 

Sei y 1 =Ke 6i ein beliebiger Punkt des Kreises |^|=j£. 
Ist = (a, 2/1) eine singulare Stelle von f{x 9 y) 9 so laBt sich 

/ in der Nahe von (a, j/ 2 ) in der Form darstellen: 


2 /) = 


y( g > 2/) 

y ) 5 


wo 9? und y: im Punkte (a, teilerfremd gegeneinander sind. 
Fall© 


cp(a, y) =£ 0 


Im 


ist, beweist man mit Hilfe des Yorbereitungssatzes geradeso wie 
vorhin, daJ3 es keinen zweiten Punkt y f der Umgebung von y x 
gibt, wofiir (a,y') ein singularer Punkt von f(x,y) ware. 

Ware dagegen cp{a 9 y) == 0, so miiBte auch jeder Punkt (a, y), 
\y\=K, eine singulare Stelle von f(x 9 y) sein, und dies ver- 
stoBt eben ge gen die Yoraussetzung. 

Hiermit hat sich ergeben, daB hochstens eine endliche An- 
zahl singularer Punkte ( a,y ), wo K — e<\y\<K + s ist, vor- 
handen sein konnen. Indem wir nun E notigenfalls durch eine 
etwas groBere Zahl ersetzen, wird sich / in jedem Punkte 
( [a,K x e et ), 0 ^ 6 < Zn, analytisch verhalten. Der Einfachheit hal- 
ber nehmen wir an, daB dies schon fur die ursprungliche GroBe 
K zutrifft. 

DemgemaB gibt es einen Bereich 

• j X$ 0/$ j ^ h$, i = i> • • * ? 

derart, daB, wenn (x°) ein beliebiger Punkt von !q und | y' ] = K 
ist, f(x,y) sich nicht bloB meromorph, sondern sogar analytisch 
im Punkte (x°, y') verhalt. 

Ware nun der Satz nicht rich tig, so muBte es einen Punkt 
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(x°) von geben, wofiir die Funktion f(z,y) sich langs jedes 
Weges 

y — te 6i , 0 0 = const., x t = x®, <=i, 

bis in den Punkt (x , y) = (z°, 0) meromorpb fortsetzen laBt. 
Durch diese Fortsetzungen wird aber f(x,y) zu einer Funktion 
erweitert — wir betrachten f namlich zuerst bloB in der Umge- 
bung der Menge £ — , welehe sich in einem Bereiche 

\y\f£K, \Xi— 

wo 0 < £i < hi — a t \ ist, meromorpb und auBerdem in den 

Punkten ( x° , y) davon, wofiir | y | = K ist, analytisch verhalt. 

Hiermit sind nun alle Bedingungen des ersten Teiles des 
Hilfssatzes fur einen Bereich 

T: k£\y\^K, \x 4 — x%\^e i9 

erfiillt, und darum muB es, der Laurentschen Entwicklung urn 
den Punkt (x,y) = (x°, 0): 

cc 

(1) f(%,y) = J£yn(x)y n , 

n ss — oo 

entsprechend, l im Bereiche 

\Xi— x^l^Si, 

analytische Funktionen a 3 -(x) geben, derart, daB die Gleichung 

(2) y n -i(x) + Oi(*)y«_, +1 («) 4 1- a l (x)y n {x) = 0 

fiir alle Werte n — — 1 , — 2, . . . besteht. 

Andererseits werde f(x,y) um den Punkt (x,y) — (a, 0) nach 
dem Laurentschen Satze entwickelt: 

00 

( 3 ) /(*> y) =2gn(x)y n . 

n = — oa 

Da die Entwicklungen (1) und (3) ubereinstimmen, wenn (x) in 
$5 liegt und | y | = K ist, so folgt hieraus, daB identisch 

9n(x)=y n (x), —co<n<oo. 

Jetzt erkennt man, daB auch die unendlich vielen Gleichungen 
in den Unbekannten f 0 , . . 

(4) io9n-i(x) + i(x) 4 h iig n (x) = 0, 


n = — 1, — 2, 
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deren Koeffizienten g_ x (x) , (x ) , . . . sich im Bereiche § ana- 

lytisch verhalten, zunachst im Bereiche £> eine von der identischen 
verschiedene Losung znlassen. Ans der Theorie der linearen Ab- 
hangigkeit 1 ) folgt dann weiter, dab es l + 1 in § analytische niebt 
alle identisch verschwindende Funktionen A^x) gibt, derart, daB 
in alien Pnnkten von § die Gleiehung besteht: 

(5) A 0 (x)g n _ l (x) + H b A l (x)g n (x) = 0. 

Nach dem zweiten Teile des Hilfssatzes gestattet somit die 
Funktion f(x,y) eine meromorpke Fortsetznng liber den ganzen 
Bereich 

T t : \y\^K, | x i — a t \£h i , ,m, 

und hiermit ist man zn einem Widerspruch gefiihrt worden. 

Der Fall m = 1. Im Falle m = 1 besteht ein allgemeinerer 
Satz, indem man die Bedingnng fallen lafit, wonach f (x, y) in 
einem Teile der Punkte von S sich analytisch verhalten soil. 
Sollte namlich in diesem Falle 


<p{a,ij) ~ 0, 


so ergibt der erweiterte WeierstraBsche Vorbereitungssatz, daB 
<p{x, y) = (x — ayip^x, y) 9 q> x {a 9 y) =£ 0. 

Indem man nun 

fi{x, y ) = (x — a\ Lt f (x , y) 

setzt, erfiillt die Funktion f x schon die bewuBte Bedingnng. 
Hieraus erkennt man aber sofort die Bichtigkeit des erweiterten 
Satzes. 

Zusatz. Sei P ein Bandpunkt einer Hyperkugel i® und sei 
f(z l9 . . z n ) eine Funktion , welche sich in dem aufierhalb S be - 
legenen Teile T der TJ?ngebung von P meromorph verhalt . Dann 
lafit sich f am Punkte P uber T hinaus ins Innere von ® mero- 
morph fortsetzen. 

Wir wollen den Punkt P in den Anfang und den Mittelpnnkt 
0 von ffi nach dem Punkte (—a, 0, . . 0) verlegen, wobei a reell 


1) Vgl. B ocher. Algebra , Kap. Ill, IV. 
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und positiv sei. Dann ist a gleich dem Radius B von Im 
iibrigen setzen wir 

%n ~ y ? = %lo * = 1, ...,OTsn~l, 

f{z lt ...,z n ) =f(x,y). 

Fur eine geeignete positive Zahl E sind nun alle Bedingun- 
gen des vorstehenden Theorems, hochstens bis auf eine, erfullt. 
Es konnte namlich f{x,y ) denkbarerweise in jedem Punkte (0 ,y), 
\y\ —K, eine singulare Stelle haben. 

Dem konnen wir aber dureh folgende Transformation ab- 
helf en : 

(6) x k = x' k + y k y 2 , *= i, . • , m, 

wobei die y k in zweckmafiiger Weise einzusehranken sind. Sei 

x k = + ir] k> X 'k ~ irfk’ Yk — a k + ifikf i = 

2/ = 2/x + i 2/2- 

Die inneren und Randpunkte von $ werden an die Beziehung 
gekniipft : 

(fi + “) 2 + + Jhsi + % 2 ) + 2/! + 2/1 ^ a 2 , 

jfcss2 

oder auch, indem wir 

m 

2Gl + vf) = (P 

k = l 

setzen, 

(7) p 2 + y\ + y\ ^ 0. 

Durch (6) gehen dieselben in Punkte (%', y) uber, welche der fol- 
genden Ungleichung geniigen: 

(8) + q ' 2 + cp 2 + ^3 ^ 0, 
wo 

<P2 = ( 1 + Za<h)yl—4aPiyiyi + (1 — 2aa 1 )yf 

ist, und wo <p 3 ein Polynom bedeutet, welches keine Glieder 
von niederem als dem 3. Grade enthalt. 

Ich behaupte nun: Es gibt eine positive Zahl s, eine Umge- 
bung r von P, und eine Hyperkugel 

%a% + Qr*+yl + y*£ 0 
derart, daB, fur jede an die Bedingungen 

In | < e, 
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gekmipfte Wahl der Koeffizienten y 7c , alle im Innern oder am 
Eande von $ und zugleieh auch in r gelegenen Punkte (x, y ) in 
Punkte (x\ y) ubergehen, welehe im Innern oder am Eande von 
liegen. 

Zum Beweise nehmen wir eine reelle Zahl X > 1 , sowie eine 
positive Zahl e an, verlangen nun, da 6 


I 7k I < * = t • !»«. 

sei, und versuchen dann, der Ungleichung 


(9) 


g /2 + y\ + y\ 
x 


Q' 2 + + 9^3 


fur alle Punkte einer bestimmten Umgebung r' von P zu ge- 
niigen. Gelingt uns das, so folgt dann aus (9), daB im Bereiche x r 


+ 


g' 2 + yl + yl 


^ 2 af x + o ' 2 + <? 9 2 + 953 


ist. DemgemaB werden solche Punkte von r', welehe der Eelation 
( 8 ) geniigen und daher inneren oder Eandpunkten von ent- 
sprechen, auch an die Bedingung 

2Aa£[ + q' 2 + y\ + y\ ^ 0 

gekniipft sein und somit im Innern oder am Eande einer Hyper- 
kugel $' vom Eadius a' = A a liegen. Das Abbild von r' wird 
eben der in Aussicht genommene Bereich r sein. 

Die Bestimmung eines der Eelation (9) entspreehenden Be- 
reiches t' geschieht nun, wie folgt. Wir konnen zunachst (9) in 
der Form umschreiben: 

( 10 ) — 9? 3 ^(i — -j)e' 2 + v>z, 

WO 

V>2=(l — y + 2aa 1 )2/| — 4a/3 1 2/ 1 2/ 2 + (l — — 2 aa^y\ 


gesetzt ist. Indem wir A genugend groB und e geniigend klein 
wahlen, konnen wir erzielen, daB 

(l — 2ae)y* — 4ae^ a + (l + -j — 2ae)^ 


eine positive definite quadratische Form wird. Sei 
^ 2 = (l — x — 2ae) | y x | 2 — 4 ae \ ij y ' \y % \ + (l— — 2 as) | y % j 2 - 
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Dann wird 
sein. Die Relation 


<P3 Ss (l i) Q ' 2 + ^2 


hat aber offenbar fur eine gewisse Umgebung r’ von P statt, 
sofern e geniigend klein und die y k , der Bedingung \yjc\ < 6 £> e ~ 
maB, gewaklt werden. Hiermit ist denn die Relation (10), und 
somit auck (9) erzielt. 

Jetzt ist nur nock ein kurzer Schritt zur Yollendung des Be- 
weises. Wir schranken r notigenfalls ferner nock so ein, daB der 
auBerkalb £ belegene Teil von r in T liegt. Sodann bestimmen 
wir K so, daB alle Punkte (0 ,y), wofiir 0<\y\£K ist, in r 
liegen. 

Sei r] ein Punkt des Kreises | y | = K. Dann laBt sick f(x,y) 
in der Nake des Punktes (0 ,rj) durck die Formel darstellen: 


f V ) = 


y(g, y ) 

<p(x, y ) ’ 


wobei cp und yj sick beide im Punkte (0, rj) analytisck verkalten 
und aufierdem — dies ist ja der Fall, der uns die ganze Sckwierig- 
keit gemackt kat — 

9 ( 0 , y ) ^ 0 . 


Wir entwickeln jetzt <p nack dem Taylorscken Lekrsatze: 


<p(x, y) = (p^ x ){y—nY + 9 5 iU+1 ( a; )(j/-^) / ' +1 -i — > 
Der Bereick 

\y — 7]\<h, \x k \ <h, i 


werde so gewahlt, daB die Reihe in demselben konvergiert, und 
daB er aufierdem in r liegt. 

Sei (c) = (c 1} . . c m ) ein Punkt des Bereickes | x k | <h, wo- 
fiir 

9u ( C ) = ^( C l> • • •> c m) +0 


ist, und sei aufierdem noch 


c k \<e K i , 


Jc — 1 , . . *, 



§ 12. Von den Levischen Satzen 
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Indem wir nun 



setzen, geht die Funktion 

?„( x ) + ( x ) (y—v) + ••• 

in eine Funktion co(x',y) iiber, welche im Punkte (x',y) = (0 ,rj) 
nicht verschwindet, denn es ist 

co(0.rj) = (p^rf, . . y m y z ) = <p M (c). 

DemgemaB wird auch <p(x,y) in eine Funktion cp'(x r ,y) transfor- 
miert, derart, daB 

9>'(0, y) * o 

wird. 

Da nun die Funktion /' (&', y) , wo 

f “/(s.y). 

iiber den Anfang binaus meromorph fortgesetzt werden kann, so 
gilt dies auch von f(x,y), und hiermit ist der Beweis vollstandig 
erbracht. 

Definition . Als wesentliche singulare Stelle einer eindeutigen 
monogenen analytischen Funktion f(z l3 ...,z n ) wird jeder singu- 
lare Punkt derselben bezeichnet, worin sich die Funktion nicht 
meromorph verhalt. 1 ) 

Ist die Funktion dagegen mehrdeutig, so kann es vorkom- 
men, i) daB sich dieselbe langs einer einfachen Kurve L mit dem 
einen Endpunkte (a) bis in jede Umgebung von (a) meromorph 
fortsetzen laBt, ohne (a) indessen jemals zu erreichen; und ferner, 
ii ) daB sich eine Hyperkugel $ um (a) von folgender Beschaffen- 
heit legen laBt. Sei L ± der Bogen von L, welcher den einen End- 
punkt in (a), den anderen am Rande von $ hat und sonst ganz 
in $ liegt. Sei ferner f (z l9 . . ., z n ) ein Funktionselement , welches 
einer meromorphen Fortsetzung langs L in einen innerhalb ® ge- 
legenen Punkt von L x entspricht. Und nun sollen alle Fort- 
setzungen von f langs in $ gelegener Wege nur zu einer eindeuti- 

1) WeierstraB, Funktionenlehre, S. 180 = Werke, Bd. 2, S. 156. Auf 
mehrdeutige Funktionen wird die Definition daselbst nicht ausgedehnt. Ini 
iibrigen werde die Annahme ausdrucklich betont, daB es in jeder Umgebung 
einer singularen Stelle Punkte des Definitionsbereiches der Funktion geben 
muB. 
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gen Funktion ftihren. Dann wird (a) als eine wesentlicke singu- 
lare Sidle des der Kurve L entsprechenden Zweiges von f be- 
nannt. 

Im iibrigen braucht L im Punkte (a) nicht regular zu sein. 
Dann soil aber jeder nicht bis an (a) bin reichende Bogen von L 
regular sein, und auBerdem sollen die Punkte von L keine Hau- 
fungsstelle auBer (a) haben. welche nicht auf L liegt. 

Die Definitionen gelten auch im Falle n = 1 . 


§ 18. Levis Satz betreffend meromorphe Portsetzung. 

Den Satz von § 11 hat Levi auf den Fall meromorphen 
Yerhaltens ausgedehnt. 

Der Levische Satz. 1 ) Sei T ein endlicher Bereich des 2n- 
dimensionalen Raumes , dessen Rand aus einem einzigen Stucke be- 
steht, und sei ferner £ n ) eine Funktion , welche sick am 

Rande von T meromorph verhalt Dann lafit sich f durch analytische 
Fortsetzung zu einer im ganzen Bereiche T meromorphen Funktion 
ergdnzen. 

Der Beweis gestaltet sich geradeso, wie im analogen Falle, 
§11, inclem man dort die in Betracht kommenden analytischen 
Fortsetzungen jetzt durch meromorphe Fortsetzungen ersetzt. 

Ein weiterer, dem letzten Theorem von § 11 analoger Satz, 
welch er sich aus dem Zusatze von § 12 unmittelbar ergibt, ist 
folgender. 

Theorem. 2 ) Sei E eine abgeschlossene Punktmenge des 2 n- 
dimensionalen Raumes , und sei r die Entfernung eines beliebigen 
Punktes dieser Menge von einem festen Punkte 0. In einem Punkte 
P von E habe r ein relatives Maximum . 

Sei ferner T ein Bereich , dessen Rand zum Teil oder ganz aus 
den Punkten von E besteht , in der Nahe von P aber heme nicht zu 
E gehorigen Randpunkte besitzt, und aufierdem von der Fortsetzung 
der Strecke 0 P in der Nahe von P getroffen wird . 

Alsdann kann es keine Funktion f(z 1 , . . ., z n ) gelen, welche 
sich in T meromorph verhalt und in P eine wesentliche singuldre 
Stelle besitzt. 


1) Levi, a. a. 0., S. 71. 

2) Levi, a. a. 0., S. 71. 
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§ IB. Levis Satz betreffend meromorphe Fortsetzimg 

Xnsbesondere biirgen diese Satze dafiir, daB der Bereich T, 
in welchem sich eine monogene analytische Punktion melirerer 
Argument© resp. ein Zweig einer mehrdeutigen analytischen 
Punktion meromorph verhalt, nicht zum Teil von einern Band- 
stiick R begrenzt werden kann, welches in einer im Endlichen ge- 
schlossenen Hyperoberflache © eingeschlossen werden kann, wo- 
bei jeder Punkt von @ im Innern von T liegt. 

Widerlegunrj eines W eier strap schen Satzes . 1st T ein be- 
liebiges Kontinuum der g-Ebene, so gibt es bekanntlich Funktio- 
nen, welch e sich in jedem Punkte von T analytisch verhalten, 
sich aber nirgends uber den Rand von T hinaus analytisch fort- 
setzen lassen: vgl. Bd. I, Kap. 11, § IB. Mit anderen Worten, 
decken sich die Definitonsbereiehe der eindeutigen monogenen 
analytisch en Punktionen einer Variabelen genau mit den Kontinuen 
der £-Ebene. 

DaB ein entsprechender Satz fur Punktionen mehrerer Ar- 
gument© nicht statt hat, erhellt schon daraus, daB selbst eine 
monogene analytische Punktion zweier Variabelen keine isolierte 
singulare Stelle haben kann; vgl. §§ 3, 4. 

Es ware indessen denkbar, daB der Satz eine Verallgemeine- 
rung zulieBe, indem man das Wort analytisch durch meromorph 
ersetzt. IJnd dies hat WeierstraB 1 ) auch wirklich geglaubt. 
Nach ihm soil folgendes Theorem gelten: Sei T ein beliebiges 
Kontinuum des 2n-dimensionalen Raumes der komplexen Varia- 
belen (%,..., £ n ) . Dann gibt es stets eine Punktion f(z 1} . . ., z n ), 
welche meromorph 2 ) in T ist, sich aber nirgends uber den Rand 
von T hinaus meromorph fortsetzen laBt. Dieser Satz ist indessen 
falsch, wie aus den vorstehenden Satzen unmittelbar erhellt. 3 ) 

Aus dem Satze von § 10 ergibt sich unmittelbar, daB eine 
Punktion mehrerer Argument© niemals eine isolierte wesentliche 
singulare Stelle besitzen kann, und hiermit ist schon eine ein- 
fachere Widerlegung des WeierstraBschen Satzes geliefert. 


1) WeierstraB, Journ. f. Math., Bd. 89 (1880) S. 5 = Werke, Bd. 2, 
S. 129. 

2) Diese Forderung setzt ja die Eindeutigkeit der Punktion in alien 
Punkten von T, wo sie definiert ist, voraus. 

3) Dieser Beweis fur die Unrichtigkeit des WeierstraBschen Satzes 
riihrt von Levi her (a. a. O., S. 71), und ist wohl der erste, welcher veroffentlicht 
wurde. Vgl, aber auch eine Bemerkung von Hartogs, Math. Annalen , 
Bd. 70 (1911) S. 222. 
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§ 14. Von Levis Randbedingung. 

Wir wollen noch iiber eine von Levi 1 ) erhaltene Bedingung 
bericbten, wonach eine Hyperflaeke 


(i) 


cp , x 2 , yi, y 2) — 0 


des Eaumes der Variabelen x = x x + ix 2 , y = y x + iy 2 eine na- 
turliche Grenze Mr eine analytisohe Fnnktion f(x, y) bilden kann. 


Sei 


£ (cp) = A'»<pA"<p + A"<pA[<p — % 


dp dtp , c cp 

dx x dy t dx 2 dy. 


©(; 


G z Cp 


0 2 p 


dx 1 cy 1 ox z dyJ 


wobei 


/ cep dcp 

dp dp\ 

/ 

c"-<p \ 

cy z 

d x z d y± ) 

\ dx 1 dy 2l 

cx z dy l ) 



und A ”<p 9 Ag9 0 abnlicbe xAusdriieke in y l9 y. z bedeuten. Wird nun 
die Funktion f(x, y) an derjenigen Seite von ( 1 ) betrachtet, wo 
cp > 0 ist, und soil ( 1 ) eine natiirbcbe Grenze fur / vorstellen, so 
besteht eine notwendige Bedingung kierfiir darin, dab in jedem 
Punkte von ( 1 ) die Relation 


6(9?) ^ 0 

statt babe. 

1 st dagegen 9 < 0 an der Seite von ( 1 ), wo f(x, y) betrachtet 
wird, so muB in jedem Punkte von (1) £(99) ^0 sein. 

Im allgemeinen wird £(97) in einem Punkte P von ( 1 ) nicht 
verschwinden, und dann wird £(99) in der ganzen Umgebung von 
P das gleiche Vorzeiehen beibehalten. Infolgedessen wird die vor- 
stebende Bedingung an der einen Seite von ( 1 ) nicbt erfiillt, und 
darum kann keine Funktion f{x,y) sieb in diesem Raume mero- 
morpb verbalten, ohne sieb dabei iiber (1) binaus analytisch fort- 
setzen zu lassen. 

DaB die Bedingung £(99) =0 resp. £(99) > 0 in den Punkten 
von (1) binreiebt, wird auck gezeigt. 2 ) 


1) Levi, a. a. 0., S. 80. Vgl. aueh Madison Colloquium, S. 177. 

2) Letzterer Satz wird in einem zweiten Aufsatze bewiesen, Levi, An- 
nali di Malematica , (8) 18 (1911) S. 69. 
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§ 15. Tiber hebbare Singularitaten in bezug auf meromorphe 

Fortsetzung. 

In den Rahmen der Entwicklungen dieses Kapitels gehort 
auch ein Satz, welcher zuerst von Hartogs 1 ) bewiesen ist. Wir 
wollen ihn zunachst in einer beschrankten Formulierung aus- 
sprechen, welche jedoch fur die Praxis haufig die geeignetste ist. 

Im iibrigen haben die Satze dieses Paragraphen groBe Ahn- 
lichkeit mit dem 2. Hauptsatz von § 4 und dem 2. Satze von § 5, 
nebst deren Verallgemeinerungen. 

Satz. Im Innern eines Bereiches T des 2n-dimensionalen 
Raumes sei eine Funktion f{z 19 . . - 9 z n ) im allgemeinen meromorph. 2 ) 
Dabei mogen die inner en Punkte Q von T, wo fur dieses Verhalten 
nicht vorausgesetzt wird, auf analytischen Gebilde?i (n — 2) - ter Stufe 
liegen, welche sich in der Umgebung keines inneren Punktes von T 
haufen . Dann verhdlt sich f(z l3 ...,z n ), hochstens von hebbaren Un- 
stetigkeiten abgesehen, ausnahmslos meromorph im Innern von T. 

Den Beweis wollen wir vermoge der Levischen Metkoden und 
im AnschluB an die SchluBweise von § 4 fiihren. Sei Q ein belie- 
biger der Ausnahmepunkte. Dann verlegen wir den Anfang in Q 
und nehmen die Koordinatenachsen auBerdem so an, daB die 
transformierte Funktion 

/(* 1 , • • •.*«) =F(W, Z, X lt . . X m ), nc = n-2, 

vor allem sich in einem Punkte (w,z,x)—(c, 0,0), c=4=0, ana- 
lytisch, in jedem Punkte (^,0,0), \ w \ = \ c \ , aber wenigstens 
meromorph verhalt. 

Die Moglichkeit einer solchen Transformation erkennt man, 
wie folgt. Zunachst werde g so bestimmt, daB der Bereich 

\z h \<g, i=i 

in T liegt. Sollte nun insbesondere der Punkt (c,0,...,0), 
c = \ g, ein singularer Punkt von sein, so kann man 


1) Math . Annalen , Bd. 70 (1911) S. 207. Kistler hatte den Satz in 
seiner Dissertation, 1905 (vgl. S. 30) bereits ausgesproehen. Sein Beweis be- 
ruht aber auf einem grtmdlichen MiBverstandnisse der Cousinschen Satze, 
so daB man also wohl daran zweifeln kann, ob er irgendeinen stichhaltigen 
Grund hatte, an die Richtigkeit des Satzes zu glauben. 

2) Naeh Definition bringt diese Forderung bereits die Eindeutigkeit der 
Funktion in alien Punkten, wo sie erklart ist, mit sich. 
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ja in beliebiger Sake dieses Punktes einen zweiten Punkt 

ifl + 71,72, ■ ■ -,yn), lnl<S. k = l,...,n, 

finden, in welchem die Funktion sick analytisch verhalt. Alsdann 
geniigt es, die Transformation auszuiiben: 

Z 1 = (\ + W, 2i=-«) + a, Z k ~~W + X 7; _2, * = 8,...,b, 

\ c l c c 

um eine Funktion f = F(w, x) zu erhalten, welche sich im 
Punkt e (w y z 9 x) = (c, 0, 0) analytisch verhalt. Im iibrigen liegt 
der Bereich 

|w| <p, \z\ <q, \x k \ <h kf *»i,. c < P < g i 

bei passender Wahl von e, q 9 h k im transformierten Bereicbe T\ 

1st (y°) eine besondere Bestimmung der Koeffizienten, welche 
den bewuBten Bedingungen geniigt, so wird jeder Punkt (y) einer 
geeigneten Umgebung von (y°) auch eine solche zulassige Bestim- 
mung liefern. Bei nieht-spezialisierter Wahl von (y) und geeigne- 
ter Einschrankung der h L lassen sich die Koordinaten ( w' s z' , x) 
jedes in einer gewissen Umgebung des Anfangs belegenen Aus- 
nahmepunktes, wie folgt, darstellen. Erstens ist iv' Wurzel einer 
ausgezeichneten pseudoalgebraisehen Gleichung 

w> 11 -f A^"” 1 + *•* + A m =0, 
deren Koeffizienten A k — A 7c {x l9 . . x m ) sich im Bereiche 

analytisch verhalt en und deren Spitze im Anfange liegt, und 
zweitens ist z f der Wert einer an diesem Gebilde eindeutigen ste- 
tigen ini Anfange verschwindenden Funktion. Mithin geniigt z r 
einer Gleichung vom namlichen Typus. Insbesondere werden bei 
eventueller weiterer Einschrankung der h k alle diese GroBen 
id' , z l an die Belationen 

\w'\<V> |*' | <2 

gebunden, wobei (x) beliebig in § liegt. 

Hiermit haben wir eine Funktion F(w,z,x) erhalten, welche 
sich in einem Punkt e (c,0,0), c + W analytisch, in jedem Punkt e 
(w, 0,0), | w | = | c | = K, meromorph verhalt und sich ferner 
langs jedes Weges 

w = te re/ , 0^t<K; (z, x) =( 0 , 0 ), 
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bis in jede Umgebnng des Anfangs meromorph fortsetzen lafit. 
Ware nun der Satz nicht richtig, so wiirde keine dieser Fort- 
setzungen bis in den Anfang selbst statt haben. Dann miiBte es 
aber nach dem Levischen Satze von § 12, S. 212, einen Bereich 

I Z I < ^ q, | X k I < r* :g h* 

geben, derart, daB, wenn (z°, x°) ein beliebiger Punkt desselben 
ist, die Funktion F(w,z,x) sich doeh langs eines der Wege 

w = te 9i , 0 < K, 6 = const., (z, x) — (z°, x°), 

nicht bis in den Anfang meromorph fortsetzen laBt. 

Dies widerspricht aber dem wahren Sachverhalte, denn man 
braucht ja nur ( x° ) — (0), 0 < | z° | < q zu wahlen, mn sicher zu 
sein, daB kein Punkt ( 10 , 2 °, x°), \w\^K, ein Ausnahmepunkt 
ist, — daB sich also F(w,z,x) in all diesen Punkten meromorph 
verhalt. 

Hiermit ist nun der Beweis erbracht. Die SchluBweise berech- 
tigt aber zu einem allgemeineren Satze. 

Der erweiterte Satz. Sei F(w, z, x l9 . . x m ) in jedem 
Purikte der Menge 

27: \w\=E, 0<K; 2 = 0, x k = 0, *= 1 , 

meromorph und aufierdem in einem dieser Punkte analytisch . Gibt 
es dann in jeder Umgebung des Punktes ( 2 , x) = (0, 0) einen Punkt 
(z, x) derart , daft F sich langs jedes der Wege 

L: w = te ei , 0 ^t 6 — const.; ( 2 , x) = (J, x), 

bis in den Punkt (w, 2 , x) — (0, 2 , x) meromorph fortsetzen lafit, 
so lafit sich F auch langs eines der Wege 

L: w = te 6i , 0 t ^ K, 6 = const.; ( 2 , x ) = (0, 0), 

bis in den Anfang meromorph fortsetzen . 

Hartogs erhalt eine Verallgemeinerung des ursprunglichen 
Satzes, wonach die Ausnahmepunkte einen (2m + 2) - dimensiona- 
len Baum ausfullen. Der vorstehende Satz geht aber noch weiter. 
So ware beispielsweise denkbar, daB jedem Punkte ( x r ) des Be- 
reiches | x t | < r t ein im Bereiche | w | < K, \ 2 \ < g belegenes 
Kontinuum entsprache, dessen Grenzpunkte (w', z') , mit ( x ') zu- 
sammengenommen, stets zu einem wesentlichen singularen Punkte 

Osgood, Funktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 15 
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z\ x [ , . . x'J der Funktion F fiikren, wobei nun diese Punkte 
einen Bereich des 2n-dimensionalen Raumes abgrenzen, weleher 
bis an den Anfang hinanreicht. Gibt es nun andererseits in jeder 
Nahe des Punktes {z, x 19 . . . , x m ) = (0, 0, . . 0) einen Punkt 

(Z, x l9 . . ., x m ) derart, daB F sich in alien Punkten 
(w, z 9 x l3 x m ), wofiir nur \ic\^K ist, meromorph verhalt, 
so zeigt der Satz, daB ein soleher Sachverhalt ausgeschlossen ist. 

Aus dem erweiterten Satze ergibt sich der folgende Satz un- 
ter eventueller Beniitzung einer geeigneten linearen Transformation. 

Zusatz. In der TJmgebung einer Stelle (a) sei eine Funktion 
F(z 1 ,...,z n ) i> m cillgemeinen meromorph. Dabei sollen die Aus - 
nahmepunkte auf einer regularen Mannigfaltigkeit M 2w _ 3 (§ 7) liegen . 
Bann ist F, hochstms von hebbaren Singularitdten abgesehen , auch 
meromorph im Punkte (a) selbst . 

§ 16 . Von der Verteiltmg der Singularitaten. 

Die einfachsten Singularitaten, welche eine analytische Funk- 
tion von n Argumenten besitzen kann, sind Pole und auBerwesent- 
liche singular© Stellen zweiter Art. Erstere liegen auf analytischen 
Gebilden (n— l)-ter, letztere auf solchen (n — 2) -ter Stufe; vgl. 
Kap. 2, § 17, woselbst auch die Notwendigkeit dieser Bedingung 
betont ist. 

Hartogs 1 ) verallgemeinert diesen Satz, wie folgt: Ist 
f(z 1 ,...,z n ) in der Dmgebung eines Punktes (z) = (a) im allge- 
m einen analytisch, und bilden die Punkte dieses Bereiches, uber 
welche hinaus die Funktion sich nicht analytisch fortsetzen laBt, 
eine stetige (2n — 2)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit S07, so ist 
letztere notwendig ein analytisches Gebilde (n — l)-ter Stufe. Da- 
bei wird angenommen, daB 9JZ bei nicht-spezialisierter Wahl des 
Koordinatensystems sich in der Form darstellen laBt: 

= <P(2l> • l)> 

wo cp eine endlich vieldeutige stetige Funktion bedeutet. 

Auch der Fall, daB / mekrdeutig im genannten Bereiche ist, 
wild mit eingeschlossen. 

Der Beweis beruht auf den Eigenschaften einer im Falle 
n= 2, f=F(x,y), von Hartogs in seiner Dissertation 2 ) ein- 

1) Ada Mathematica , Bd. 32 (1908) S. 57. 

2) Math. Annalen, Bd. 62 (1905) S. 24. Vgl. auch The Madison Collo- 
quium , S. 150. 
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gefiihrten Funktion R x . Vermoge letzterer Funktion werden auck 
die assoziierten Konvergenzradien der Beihenentwicklung von 
F(x, y) untersucht. 1 ) 

§ 17. Hinreiehende Bedingungen fiir analytiselies Verhalten. 

Bei der Definition einer analytischen Punktion mehrerer Ver- 
anderlichen, Kap. I, § 5, wurde insbesondere die Stetigkeit der 
Punktion vorausgesetzt. Es handelt sich jetzt urn die Aufbebung 
dieser Forderung. 

Satz. 2 ) In jedem Punkte (x,y) eines Zylinderbereiches 
T = (T 1? T a ) sei eine Funktion F(x, y) eindeutig definiert und 
den folgenden Bedingungen unterworfen. 

a) Erteilt man y einen beliebigen in T 2 belegenen festen Wert 
y f , so soil sich F(x, y') analytisch in T x verhalten; und ebenso 
soli F(x', y). wo x' einen willkurlichen festen Punkt von T 1 be - 
deutet, in T 2 analytisch sein. 

b) F(x,y) soli endlich bleiben: 

\F(x,y) \ < G. 

Dann verhalt sich F(x, y), als Funhtio7i der beiden unab- 
hangigen Veranderlichen (x,y) betrachtet, analytisch in T. 

Dieses Theorem ist um so merkwiirdiger , weil der entspre- 
chende Satz im reellen Gebiete nicht gilt. So ist beispielsweise 
die Funktion 

/(*>») “iqrp. (*.») + ( 0. 0); /( 0,0) = 0, 

fiir jeden reellen Wert y' von y eine im Intervalle — oo < x < oo 
analytische Funktion des reellen Arguments x; und ebenso, wenn 
man x festhalt, hangt die Punktion analytisch von y ab. Sie ist 
aber dock keine analytische Punktion von (x, y) in einem Be- 
reiche, welcher den Anfang umfaJBt. 

Es geniigt offenbar, den Satz fiir den Fall zu beweisen, dafi 
T x und T 2 Kreise sind, 

T l : \x \ < R; T 2 : \y\<S. 

Entwickelt man hier die Punktion in eine Potenzreihe nach y, 

(1) F(x, y ) = f a (x) + f x (x)y + / 2 (»t/ 2 ~l » 

1) Madison Colloquium , S. 149. 

2) Osgood, Math. Annalen , Bd. 52 (1899) S. 462. 

15* 
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so ergibt sicb zunachst, i) daB f 0 (x) =F(x,0) sich im Kreise 
T x analytisch verhalt; sowie ii) daB 

| f n {x) | < GS ~ % 0 < S x < S. 

Des weiteren verhalten sich uberhaupt alle Koeffizienten f„(x) 
in T x analytisch. Sonst sei f m (x) der erste Koeffizient, wofur dies 
nicht zatrifft. Bildet man nun den Ausdruck 

. Fj ^yy— /o(a)— U(a>)y — ' /m-iW y *”" 1 

ty(%> y) — ym J 

so verhalt sich rp{x,y) vor allem fur jeden festen Wert y = y', 
wo 0 < | y' | < S ist, analytisch in T 1 . 

Andererseits ist 

yi(x, y) = f m (x) + f m +i(x)y d > 2/ + °* 

Aus dieser Darstellung schlieBen wir aber, wie sogleich des nahe- 
ren ausgefiihrt werden soil, daB zp(x, y) beim Grenziibergange 
\{ m y = 0 einem Grenzwert, und zwar dem Werte f m (x), gleieh- 
maBig zustrebt. Aus dem 6. Satze von Bd. I, Kap. 7, § 5 folgt 
dann, daB der Grenzwert sich ebenfalls in T x analytisch verhalt, 
womit wir denn am Ziele sind. 

Um den betreffenden Naehweis zu liefern, sei y irgendeine 
der Bedingung 0 < | y | < S t unterworfene Zahl. Dann ist 


oo 

| w (%> y) /w (#) I S | fm + k 0*0 I * I y 1 7c 

it=i 


< 




g \y\ 

sf(Si— \y\Y 


woraus sich denn die gleichmaBige Konvergenz sofort ergibt. 

Hiermit erweisen sich die Glieder der Reihe (1) als in T ana- 
lytische Funktionen der beiden unabhangigen Variabelen (x, y). 
Im ubrigen konvergiert die Reihe gleiehmaBig in jedem Bereiche 

\x\<B, \y\^s<S, 

da namlich 

\f n (x)y n \<G(-~J , s<S 1 <S. 

Der verallgemeinerte Satz. Sei F{x 1 , . . x n , y lt . . ., y m ) 
in jedem Furikte (x,y) eines (2n + 2m)- jack ausgedehnten Be- 
reiches 27 eindeutig erldart. Einem beliebigen Punhte (x°, y°) von 27 
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§ 17. Hinreiohende Bedingungen fur analytisch.es Verhalten 

entspreche fernerhin eine zylinderformige Umgebung U 0 = (a l9 . . ., cr n , 
r l9 . . ., r m ) derart, dafi , wenn (y) = ( y ') toillkurlich in 
(z) = (r l9 . . .,r m ) angenommen und dann festgehalten wird , die 
Funktion F(x 1 , . . ., x n , y [, . . ., y' n ) sich in (a) = (a 1 , . . ., a n ) ana- 
lytisch verhalt . Und ebenfalls, wenn (x) = ( x' ) in (a) beliebig ge- 
wahlt wird, soil F(x[, . . . , x' n , y l9 ... 9 y m ) in (r) analyiisch sein . 
Im ubrigen soil F(x 19 . . ., x n , y 19 . . ., y m ) in 27 0 endlich bleiben: 

I F (#h > * • • ? ? Vi j • • • ? 2/m) 1 ^ ^0 * 

Dann verhalt sich F(x l9 . . x n9 y l3 . . ., y m ) 9 als Funktion alter 
n + m Argumente betrachtet, analytisch in Z. 

Es geniigt offenbar, den Beweis fiir den Fall zu fiihren, dab 
27 0 ans dem Kreiszylinderbereiehe 

\Xi\<B i9 1 = 1, I 2/i I < S', , 

besteht. 1st insbesondere m = 1 , so la-Bt sich der vorstehende Be- 
weis ohne weiteres auf diesen Fall ausdehnen. 

Wir nehmen also an, der Satz sei riehtig fiir 1,2 , . . . , m — 1 
Argumente y l9 . . ., y m -i> und beweisen ihn dann durch die Me- 
thode der vollstandigen Induktion fiir den Fall von m Argumen- 
ten, y l9 . . ., y m . 

Erteilt man y m einen festen Wert, y' m9 wofiir | y' n | < S m ist, 
so erweist sich die Funktion, den Voraussetzungen zufolge, als 
analytisch in den n + m — 1 Argumenten x l9 . . ., x n9 y l9 . . ., y m - 
Und wenn man nun x [ 9 . . ., x' n9 y [ 9 . . ., y r m ^. 1 beliebig annimmt 
und dann festhalt, so hangt die Funktion auch analytisch von y m 
ab. Hiermit sind alle Hypothesen des soeben erledigten Falles er- 
fiillt, und der Beweis ist erbracht. 

Andere Formulierung. Sei F(z l9 . . ., z m ) in jedem Punkte 
des Bereiches 

| Zi | < Ri, 

eindeutig erklart, und sei F(z \, . . - 9 z\_ t , z k9 z° k+1 , . . 2 °), wo z\ 
im Kreise | | < Ri beliebig gewahlt wird, analytisch im Kreise 

\z k \<R k , Ist F(z l9 . . ., z m ) aufierdem endlich im ge- 

nannten Bereiche, so ist F dort analytisch . 

Fiir den Fall m — 2 ist der Beweis bereits erbracht. Durch 
die Methode der vollstandigen Induktion laht sich der Satz all- 
gemein beweisen. Setzt man ihn namlich fiir m = 2, B, . . ., m — 1 
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als richtig voraus unci halt man dann = z' m test, so erkennt 
man, daB F(z ™ Bereiche \z i \<R i , 

analytisch von (s 1} . . ^ w _ x ) abhangt. Hiermit hat man mit dena- 

jenigen Palle der ersten Formulierung, wofiir n=m— 1, m==l 
ist, AnschluB erreicht, und der Beweis ist fertig. 

§ 18. Fortsetzung. Ein Ubergangssatz. 

Wir wollen jetzt den ersten Satz von § 17 ins Auge fassen 
und die Voraussetzung b) dabei fortlassen. Zur Behandlung die- 
ses Falles bediirfen wir eines Satzes der Mengenlehre. 

Hilfssatz. 1 ) In einern Bereiche S der Ebene sei eine Reihe 
von Punktmengen P l9 P 2 , ... vorgelegt, welche folgenden Bedin- 
gungen genugen: 

a) die Bunkte von Pi sind sdmtlich in P i+1 enthalten; 

b) in keinem zwei~dimensionalen Hontinuum sind die Punkte 
von Pi uberall dicht 

Ferner moge mit 

lim Pi= P 

4 = sc 

die Menge der Punkte bezeicJmet sein, die uberhaupt an den Mengen 
Pi beteiligt sind. Dann kann kein Teil von P ein zwei-dimen- 
sionales Kontinuum bilden. 

Ware der Satz nicht richtig, so sei or ein zwei-dimensionaler 
in P enthaltener Bereich. Dann gibt es innerhalb a einen Kreis 
cr l3 welcher weder im Innern noeh am Rande einen Punkt von P x 
enthalt. Ferner gibt es in a t einen Kreis cr 2 , welcher weder im 
Innern noch am Rande einen Punkt von P 2 enthalt; usw, Diese 
Kreise a l9 <r 2 , haben aber mindestens einen gemeinsamen 

Punkt, und dieser liegt auBerdem in a. Der gehort aber keiner 
Menge P< an, und hiermit sind wir zu einem Widerspruoh gefiihrt 
worden. 

Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung des in Aussicht ge- 
nommenen Satzes. Sei (x 0 ,y Q ) ein beliebiger Punkt von T f den 
wir nun als den Anfang annehmen wollen. Es genugt offenbar, 


1) Dieser Satz nebst Beweis gilt allgemein fur Punktmengen eines belie- 
big vielfach ausgedehnten Raumes. Fur den Fall eines Intervalls habe ich 
ihn im Amer, Joum . of Math., Bd. 19 (1897), S. 178 bewiesen. Vgl. aueh 
Math. Annalen , Bd. 53 (1900), S. 462. 
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§ 18. Fortsetzung. Ein Bbergangssatz 

den Satz bloB fiir den Bereich 

T'i | x | < B, | y | < 8 

zu beweisen. 

Sei 0 < R 1 < R, und sei y ' ein Punkt des Kreises 

*: \y\<s. 

Da die Funktion F(x,y') im abgeschlossenen Bereiche: 

B : | rr | 

stetig ist, so ist sie dort anch endlich. Sei M(y') der Maximal- 
wert von F(x, y') im genannten Bereiche. 

Wir wollen mit P* die Menge der Punkte y bezeichnen, wo- 
fur 

M(y) ^ i , i- 1,2,..., 

ist. Dann ist offenbar P^ in P i+1 enthalten. Des weiteren gehort 
jede im Innern von £ belegene Haufimgsstelle y Q von Punkten 
y' einer Menge P z - selbst zu dieser Menge. Denn die Funktion 
| F(x',y) |, wo x' einen festen Punkt von B bedeutet, ist ja eine 
stetige Funktion von y, und darum ist insbesondere 

| F(x', Vo) | = lim | F(x’, y')\^i. 
y'~y o 

Aus dem Hilfssatze ergibt sich nun, daB es eine Menge P N 
geben muB, deren Punkte in einem zwei-dimensionalen Teile r von 
$ uberall dicht sind und somit r ganz ausfiillen. DemgemaB wird 
im Innern des Zylinderbereichs Z = (B , t ) 

\F(x,y)\^N 

sein, und daher ist F(x,y) nach dem Satze von § 17 im genann- 
ten Bereiche eine analytische Funktion der beiden unabhangigen 
Yariabelen (x,y). 

Satz. 1 ) Lafit man von den Voraussetzungen des ersten Salzes 
von § 17 die Fortsetzung b) fort , so gilt es in jeder Umgebung 
einer beliebigen Stelle (x 0 , y 0 ) von T ein vier-dimensionales Kon - 
tinuum Z, in welchem sich F{x,y) analytisch verhdlt. 

1) Dieser und der folgende Satz finden sich in der soeben zitierten Note, 
Math . Annalen , Bd. 53 (1900), S. 461. Der erste wurde dort bewiesen, der 
zweite ist bloB als eine pragnante Formulierung des am Eingange dieses Para- 
graphen in Aussicht genommenen Satzes hingestellt. Das Yerdienst seines Be- 
weises gebuhrt Hartogs, vgl. §20. 
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Wix wollen aber noch beweisen, daB F selbst ira Punkte 
(x 0 ,y 0 ) analytisch ist. Nun kann man offenbar die TJmgebung 
dieses Punktes so einschranken, daB es einen Kreiszylinderbereich 
S mit dem Mittelpunkte in einem Punkte (x l3 y^j von Z gibt, 
welcher den Punkt (x 0 , y 0 ) im Innern enthalt und zugleich ganz 
in T liegt. Der Einfacbheit balber verlegen wir den Anfang nun 
in den Punkt (x l9 yj) und stellen den Bereich % , wie folgt, dai: 

%: \x\<fft, I y | < ©. 

Dabei verhalt sich F(x,y) im Anfang analytisch. 

Urn das in Aussicht gestellte Resultat zu erlangen, geniigt 
also der Beweis des folgenden Satzes. Es sei uns noch gestattet, 
die Buchstaben 51,0?,© bzw. durch T,R,S zu ersetzen. 

tibergangssatz. In einem Bereiche 
T: \ x \ < R, \y\<S 

sei F(x, y) eindeutig erklart. Ferner sei F{x, y') analytisch im 
Kreise | x | < R, wenn y r beliebig im Kreise | y | < S angenommen 
und dann festgehalten wird ; und ebenso sei F(x', y) im Kreise 
| y | < 8 analytisch , wenn x' einen festen Punkt des Kreises 
| x j < R bedeutet. 

Verhalt sich F(x,y) auflerdem im Anfang analytisch, so ist 
F(x, y) im ganzen Bereiche T analytisch. 

Die Uberlegungen dieses Paragraphen ubertragen sich sofort 
auf Funktionen F(x l9 . . x n , y x , . . y m ), wie sie in § 17 be- 
trachtet sind, und die entsprechenden Satze brauchen wohl nicht 
besonders im Texte gedruckt zu werden. 

§ 19. Exkurs tiber die gliedweise Integration der Reihen. 

Es handelt sich hier uni den Beweis des folgenden, zur Be- 
griindung des Hilfssatzes, §§ 20, 21, notigen Satzes. 

Hauptsatz. 1 ) Vorgelegt sei eine Reihe reeller Funktionen des 
reellen Arguments x: 

u x {x) + u 2 0) H , 


1) Osgood, Amer. Journ. of Math., Bd. 19 (1897), S. 155. Alle Satze 
und Beweismethoden dieses Paragraphen finden sich bereits in dieser Arbeit. 
Die Beweise lassen sich teils durch Kunstgriffe, teils durch Entwicklungen 
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§ 19. Exkurs liber die gliedweise Integration der Reihen 

deren Glieder u n (x) im Intervalle a ^ x sdmtlich stetig sind, 
und welche aufierdem in jedem Punkte dieses Intern alls gegen einen 
stetigen Grenzwert, f(x), konvergiert. Bleibt dabei die Summe 

s n (x) = u x (x) -1 f- u n {x), n = 1,2,.., 

endlich, wenn x und n, unabhangig voneinander , die Werte Hirer 
beziiglichen Mengen annehmen, so laflt sick die Beihe gliedweise 
integrieren: 


b b b 



Der Satz gilt allgemein fur Reihen, deren Glieder von m 
Argumenten x ly ...,x m stetig abhangen, wobei dann das m-fache 
Integral liber den Definitionsbereich der Glieder genommen wird. 
Andererseits darf eine mehrfaehe Reihe vorgelegt sein, und beide 
Verallgemeinerungen dlirfen auch gleiehzeitig eintreten. 

Unbeschadet der ^ Allgem einheit dlirfen wir voraussetzen, daB 
der Grenzwert f(x) =0 ist, da dies ja stets dadurch zu erzielen 
ist, daB man das erste Glied u^x) dureh u x (x) — f(x) ersetzt. 
Endlich genligt es, den Beweis flir den Ball zu flihren, daB 

0 g s n {x) 

ist, da man s n (x) namlich in die Summe 

s n (x) = <p n (x) + y n (x) 

spalten kann, wobei cp n {x) in alien Punkten, wo s n (x) > 0 ist, 
gleich s n (x) gesetzt wird, in alien librigen Punkten aber den Wert 
0 hat. Dann wird andererseits ip n (x) ^ 0 sein. Jede der Punktio- 
nen q> n {x) , ^ n (a?) ist stetig und hat den Grenzwert 0. DemgemaB 
setzen wir hinfort voraus, daB 

0 ^ s n (x) ^ A 

sei, wo A eine Konstante bedeutet. 

Definition eines Punktes y. Sei x Q ein Punkt des Intervalls 
(a,b), d. h. ein Punkt der Menge a ^x <^b, und sei e eine an 
die Relation 0 < e < A gekniipfte Zahl. Kommt es nun vor, wie 

aus der Theorie der Lebesgueschen Integrale abkiirzen. Trotzdem erseheint 
es als angebraeht, die urspriinglichen Beweise hier wiederzugeben, denn sie 
setzen keine einschlagigen Kenntnisse voraus und lassen auch an Motivierung 
nichts zu wlinschen iibrig. 
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klein man auch die Umgebung E des Punktes x 0 wahlen moge, 
daB es stets Zahlen n gibt, wofiir in Punkten von E 

£ S n (x) 


wird, so heiBt x 0 ein Punkt y, 

Geometrisch beirachtet ist ein Punkt y ein solcher, in dessen 
Nahe nnendlich viele Annaherungskurven y = s n (x) sieh liber 
dem Niveau y = s erheben; vgl. Bd. I, Nap. 3. 

1. Satz. Die Punkte y , falls welche in unendlicher Anzahl 
vorhanclen sind , hilde?i eine ctbgeschlossene Menge, welche in keineon 
Intervalle ubercdl dichi ist, 

DaB die Menge vor allem abgeschlossen sein muB, erhellt so- 
fort. Wlirde sie also in einem Teilintervalle a ^ x ^ ft uberall 
dicht sein, so mliBte auch jeder Punkt dieses Intervalls zur Menge 
gehoren. 

Sei x x ein innerer Punkt eines solcben Intervalles [a,p), 
Dann gibt es eine Kurve 

y = s ni {%) , 

welcbe sich in der Nahe von x x und also in einem Teil 
a x ^ x dieses Intervalls liber der Geraden y = s erhebt. 

Jetzt nehmen wir einen inneren Punkt x % des Intervalls 
(a x , an und schlieBen ebenso wieder auf die Existenz einer 
Punktion 

y = s n. z {^) 3 

welche sich in einem Teile a 2 ^ x ^ /? 2 dieses Intervalls liber der 
Geraden y — s erhebt. 

Durch unbegrenzte Wiederholung dieses Schrittes erhalt man 
eine unendliche Menge ineinander einge schachtelter abgeschlossener 
Intervalle (a k9 p k ) 9 welche dann mindestens einen Punkt £ gemein- 
sam haben mlissen. DemgemaB ist nun 


S<S nA tf), * = 1,2,.., 

und dies vertragt sich eben nicht mit der Konvergenz von s n (£) 
gegen 0. 

Von den Eomjponenten einer Punktmenge, Seien Pi, P%, • • • 
eine Eeihe von Punktmengen, wovon jede, P n , in der.darauf fol- 
genden, P w + 1 , enthalten ist; und sei P die Menge aller Punkte, 
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welche sich an den verschiedenen P n beteiligen. Dann schreiben 

P — lim P n 


■wir 


nnd bezeicbnen P n als eine Komponente von P. 

Insbesondere diirfen alle Mengen von einem bestimmten n=m 
ab miteinander identisch sein. Dann wird auch P = P m sein. Im 
ubrigen diirfen einige der P n noch keine Punkte enthalten bzw. 
aus einer endlichen Anzahl von Punkten bestehen. 

Die Menge G der Punkte y: G= \y) laBt sich, wie folgt, in 
eine Reihe von Komponenten zerlegen. Zur Teilmenge mogen 
namlich diejenigen Punkte gehoren, in denen 


. s n (y) — £ > < = 71 7 

ist. 

2. Satz. 1 ) Seien P 1? P 2 , . . . die Komponenten einer abgeschlos - 
senen Punktmenge P, und seien I n , I der aufiere Inhalt 2 ) von P n 
bzw . P. Im ubrigen sei P in keinem Intervalle uberall dichi. Dann 

ist lim I n = I. ' 


Yor allem ist klar, daB 


ist. Sei 


In — I n + 1 = I 

lim I n — 1\ 

71 = 00 


Dann ist F ^ I, und es handelt sich also bloB um den Naehweis, 
daB das untere Zeichen gilt. 

Sei <5 eine beliebig kleine positive Zahl, und seien ferner die 
Zahlen 8 1} <5 2 , . . . so gewahlt, daB 


<5 = (3 X + d 2 + • * *, 0 < 8 n . 


Die Punkte von P x lassen sich in eine endliche Anzahl von 
Intervallen einschlieBen, deren Gesamtlange weniger als I x + d x 
betragt 3 ): 

(A,) 


1) Bei der urspriinglichen Formulierung dieses Satzes (a. a. 0. S. 178) 
habe ioh noch verlangt, daJ3 P n abgeschlossen sei, denn dies trifft ja fur die 
in Aussicht genommene Anwendung schon zu. Yon dieser Voraussetzung 
wurde indessen beim Beweise kein Gebrauch gemacht. 

2) Vgl. Bd. I, Kap. 5, § 12. 

3) Es wird zu keiner Konfusion fuhren, wenn wir sowohl das Intervall 
als auch die Lange desdelben mit dem Symbol t ^ bezeichnen. 



236 I, 3. Singulare Stellen und analytische Fortsetzung. Rationale Funktionen 

Im iibrigen sollen die Endpunkte der Intervalle nicht zu P ge- 
horen. 

Die Menge P 2 hat keinen Punkt mit einem Endpunkte eines 
Intervalls r^ } gemeinsam, da dies nack Voraussetzung fur P gilt. 
Sie liegt also zum Teil innerhalb dieser Intervalle 1 * ), zum Teil 
auBerhalb derselben. Diese beiden Bestandteile von P 2 mogen mit 
P\ bzw. P", deren auBerer Inhalt mit I r 2 bzw. I 2 bezeichnet wer- 
den. Dann ist offenbar 

(1) I 2 + = I 2 . 

Ich behaupte nun: die Menge P* laBt sich in eine endliche 
Anzahl von Intervallen einschlieBen, deren Gesamtlange an die 

Ungleiehung geknupft ist: 

(A 2 ) 2 +JE r * } < 1% + + d z . 

z y. 

Im iibrigen sollen die Endpunkte der Intervalle nieht zu P ge- 
koren, und diese Intervalle sollen auch nicht iiber die Intervalle 
r£6 hiniibergreifen. 

In der Tat kann man die Intervalle x £ 3 > der genannten Art so 
wahlen, daB 

( 2 ) + 

y. 

ist. Da ferner 1 1 s: T, ist, so folgt aus (Aj), daB 

(3) + 

y. 

ist. Addiert man nun (2) und (3) zusammen und zieht man dann 
noch (1) heran, so ergibt sich (A 2 ). 

Durch Wiederholung dieser Uberlegung gelangen wir allgemein 
zur Relation 

(A n ) EE^ + * * * ~i~JE T ^ < -In + + d 2 + • * * + 

y. y. y. 

Dabei liegt die Menge P n in einer endlichen Anzahl von Inter- 
vallen xf, i, n, welche nicht tibereinandergreifen und auch 
keinen Endpunkt mit einem Punkte von P gemeinsam haben. 
Insbesondere diirfen einige der Summen linker Hand fehlen. 

1) Insbesondere kann sie schon ganz innerhalb dieser Intervalle liegen. 

Dann fallt dieser nachste Schritt fort. Wir sind immerhin noch zur Relation 

(A 2 ) berechtigt, wobei jetzt die zweite Summe linker Hand nur durch 0 er- 
setzt werde. 
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Der Angelpunkt des ganzen Beweises besteht nun darin, daft 
die Anzalil der Intervalle tW bei wachsendem n nicht ins Unendliche 
wachst. Vielmehr gibt es eine bestimmte Zahl m derart, dab 
alle P n , sowie auch P, in den Intervallen r^, <=i, .. ,»<, und zwar 
im Innern derselben liegen. 

Ware dem namlich niebt so — miibte man vielmehr bei 
wachsendem n immer noeh neue Intervalle x M hinzunehmen — , 
so wiirden die Endpunkte derselben, da alles in einem abgeschlos- 
senen Intervalle (a, b) liegt, eine Haufungsstelle x = £ besitzen, 
welche denn auch eine Haufungsstelle von Punkten der Menge P 
ware. Da P nach Yoraussetzung abgeschlossen ist, so mu b £ zu 
P gehoren und somit in einem bestimmten P n vorkommen. Da- 
bei moge n die kleinste Zahl sein, wofiir dies eintritt. Dann liegt 
| im Innern eines gewissen Aus diesem Widerspruch ergibt 
sich der Beweis der Behauptung. 

Hiermit ist uns denn gelungen, die Menge P in eine endliche 
Anzahl von Intervallen rW einzuschlieben, deren Gesamtlange 

2-W +2^ + • • • +2W <I m +d 1 +S 2 + ... + d m 

Y. Y. y. 

ist. Demnach muB I kleiner als die linke Seite dieser Ungleichung 
sein. 

Andererseits ist I m g T , sowie S ± + d 2 -\ j- d m < <5 . Da- 

raus folgt denn schlieBlieh, daB 

I <I' + t 5 

ist, und da nun I' I ist, so kann nur I' = I sein, w. z. b. w. 

3. Satz. In einem abgeschlossenen Intervalle a g x ^b sei 
<p(x) eine stetige Funktion, welche folgenden Bedingungen noch 
unterworfen wird . 

i) In jedem Punkte des Intervalls ist 

0 ^ cp (x) A . 

ii) In jedem Punkte einer im genannten Intervalle enthaltenen 
abgeschlossenen Menge 5)3, deren aufierer Inhalt Q sei , ist 

cp(x) ^ e < A . 


b 

j <p(x)dx SS s$ + A (b — a — g) . 

a. 


Alsdann ist 
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Zum Beweise teile man das Interval! (a, b) durck die Punkte 
x Q = a, x 19 . . a? B = b (x k ^ x < x k ) in n gleiche Teile ein 
und bilde die Summe 

n 

S n :=z P ^ — l Xj. —= ? A £T; C ^ && — i * 

A=1 

Einer beliebig kleinen positiven Zabl rj entspricht dann eine natiir- 
liche Zahl m derart, daB 

b 

J (p{x)dx — ?j < Sn 

a 

ist , sobald nur n ^ m genommen wird , wie aucb immer die 
Punkte x' k gewahlt werden mogen. 

Sei l n die Summe derjenigen Ax k , welcke Intervallen ent- 
sprechen, in denen ein Punkt von $ (als innerer oder Endpunkt) 
vorkommt. Die Summe der iibrigen Ax k betragt dann b-a—-l n . 
In jedem Intervalle der ersten Gattung werde nun x' k in einen 
Punkt von ^ verlegt. DemgemaB wird fur ein solcbes Intervall 

cp ( x k ) Ax k £ A x k 

sein. Dagegen wird in einem Intervalle der zweiten Gattung 
sicher 

<p(x' k )&x k -£AAx k . 

Daraus ergibt sich, daB 

S n ^sl n + A(b — a — l n ) 

ist. Mithin muB aueh 

& 

f q)(x)dx — r}<el n +A(b—‘a — l n ). 

a 

Nun ist aber 

lim l n = S, 

n — oo 

und hiermit ist der Satz bewiesen. 

Beweis des Hauptsatzes. Wir sind nunmebr im Besitze alles 
Materials zum Beweise des Hauptsatzes. Sei s eine beliebig kleine 
positive Zahl, und man bestimme die dazu gehorigen y-Punkte. 
Die Menge dieser Punkte haben wir mit G bezeiehnet, und wir 
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haben dieselbe in einer bestimmten Weise wieder in Komponen- 
ten G n zerlegt. Seien I, I n der auBere Inhalt von G bzw. G n . Auf 
G n und G ist nun der 2. Satz anwendbar. 

Sei <3 eine beliebig kleine positive Zahl. Dann konnen die 
Punkte von G in eine endliche Anzahl von Intervallen r einge- 
schlossen werden, deren Gesamtlange 

t <c I (3 

wird. Andererseits kann m so gewahlt werden, daB 

I~d<I n 

wird, sobald nur n ^ m ist. 

Daraus ergibt sich die Relation: 

y- r <c I n J r 2S , m<^n. 

Wir setzen = h und erhalten somit, da I n < h ist, 

(4) 0<fc-I n <2i. 

Die nieht zu den Intervallen r gehorigen Punkte des Inter- 
vails (a, b) bilden eine endliche Anzahl komplementarer Inter- 
valle cr, deren Summe 

(5) J? o= b — a — h 

ist. Indem man die obige Zahl m notigenfalls vergroBert, kann 
man noch erreichen, daB in alien Punkten von a die Beziehung 
statt hat: 

(6) 0 s n (x) < a, m ^ n . 

Das abzuschatzende Integral werde nun, wie folgt, zerlegt: 

b 

f s n (x)dx = f s n (x)dx + J s n (x)dx, 

a (a) (t) 

Aus (6) und (5) ergibt sich, daB 

(7) fs n (x)dx < (b — a — h)e. 

(S) 

Zur Abschatzung des zweiten Integrals rechter Hand wird der 
3. Satz herangezogen. Darnach wird 

(8) f s n (x) dx I n s + (h — I n ) A < I n s + 2 Ad. 

(h 
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Hiermit erhalt man die endgiiltige Abschatzung: 

b 

f s n (x)dx < (b — a) a + 2AS y 

a 

und der Beweis ist erbracht. 

Der Fall s„ hn (x). An Stelle von s n ( x) darf die Bunktion 
(x) treten, to m, n zwei beliebige natiirliohe Zahlen sind 
und s m<n {x) bei festen m,n stetig von x abhangt, a^x^b. 
Bleibt s m n (x) endlich, so wird man sicb wiederum anf den Ball 
bescbranken konnen, daB stets 

0 ^ «»,«(*) ^ A - 

Bei der Definition eines Purities y wird nun an Stelle der 
einen Zahl n bloB das Zablenpaar (m,n) treten. 

Bei der Definition der Komponente G t wird jetzt die Bedin- 
gung benntzt: 

s TOiM (y)^e, *gm + n. 

Endlich wird beim Beweise des Hauptsatzes eine Zahl ^ so 
gewahlt, daB a) 

I — d < l u /*£<> 

sowie p) 

S w,n( X ) < £ » m + w * * “■ cr * 

§ 20. Der allgemeine Satz, n = 2. 

Den Ubergangssatz von § 18 hat Hartogs 1 ) vermoge des 
folgenden Satzes bewiesen. 

Hilfssatz. Vorgelegt sei eine Beihe 

(i) fo( x ) + fi( x )y + f z (%)y 2 H — > 

wobei sich f n (x) im Kreise 

K: \x \ SB 

analytisch verhalt. Sei ferner vorausgesetzt, 

i) daft die Beihe , fur einen festen Wert y 0 4=0? Kreise K 
gleiehmdj3ig Jconvergiere; 

ii) dap die Beihe , fur einen festen Wert 2/i =4= 0, im Kreise K 
schlechtweg konvergiere . 


1) Math, Annalen, Bd. 62 (1905), S. 9. 
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Alsdann honvergiert die Reihe gleichmafiig im Bereiche 
| x | ^ R' < R, \y\^S 1 <\y 1 \. 

Zur Abkurzung werde \y 0 \=f},\y 1 \=B gesetzt. Im Falle 
B A /3 ist, ergibt sich der Beweis sofort aus den allgemeinen 
Satzen betreffend Potenzreihen; vgl. Bd. I, S. 103. Sei also 
B > /?. 

Aus der Bedingung i) folgt, daB es eine von n und x unab- 
hangige naturliche Zahl p gibt derart, daB 

(2) \fn(x)\<jr 

bleibt, wenn n ^ ju, und x beliebig im Kreise K genommen wer- 
den. (Wir erinnem daran, daB die Funktion \f n (x)\ ihren groB- 
ten Wert am Rande des Kreises K annimmt.) 

Ferner sehlieBt man aus ii), daB jedem Punkte x des Kreises 
G: | x | = R eine naturliche Zahl entspricht, derart, daB 

(8) \U( X ) I < Qn 

bleibt, sobald nur n ju x ist. 

Wir bilden jetzt die Funktion 

(4) 1 log !/*(«) | + log B . 

Sollte insbesondere f n {x) identisch verschwinden, so werde die- 
selbe == 0 gesetzt. Die Funktion verhalt sich im Innern und am 
Rande des Kreises K im allgemeinen harmonisch. Dabei bestehen 
die Ausnahmepunkte hochstens aus Polen, in welchen sie negativ 
unendlich wird. In jedem Randpunkte von K nimmt sie also 
einen Randwert an oder aber sie wird dort negativ unendlich. 

Aus (2) ergibt sich endlich, daB am Rande G von K die fol- 
gende Relation statt hat: 

(5) log ] U (a) | + log B]< log | , ms «• 

Wir zerlegen jetzt die Funktion (4) in zwei Teile: 

(6) 1 log | fn (a) | + log & — g n (I, ??) + h n (f > V) > x = $ + ir) , 

To 

wobei nun g n (£,i i), wie folgt, definiert wird. 

Osgood, r’unktionentlieorie. H, 1. 2. Aufl. 


16 
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a) Im Innern des Kreises K soil g n harmonisch sein; 

b) Am Rande C von Ii soil dieser Punktion uberall da, wo 
die Punktion (4) einen positiven Randwert annimmt, der gleiehe 
Randwert vorgesckrieben werden. In alien iibrigen Randpunkten 
soli g n den Randwert 0 annehmen. — Die Randwerte von g n 
mogen mit G n — G n (ip), ip = are x, bezeieknet werden. 

Daraus folgt, daB durchweg in E g n (£, rjj^O, sowie daB 
h n (£,rj) ^0 ist, und darum ist auch durchweg 

(7) “log j i n {x) | + log B ^ g n (£> V) • 

Im iibrigen ist am Rande von K wegen (5) 

o ^ j g n (i, n) | c = G n(f) < lo § J> 

sowie ferner wegen (3): 

lim G n (ip) = 0. 

n = oo 

In jedem inneren Punkte (£,rj) des Kreises K kann man g n 
nach der Methode von Bd. I, S. 686 abschatzen. So kommt: 

(8) g n (I, ri) M n , r =]/?+? r < B , 

WO 

2 n 

M n = g n (p,0)= 1 ~j G n dy>. 

0 

Hier rai t haben wir AnschluB an die Ergebnisse von § 19 er~ 
reicht, denn G n {y)) ist fur jeden Wert von n eine stetige Eunktion 
von y) im Intervalle 0 ^ y) ^ %tz, welohe fur alle Werte von y) 
im genannten Intervalle und fiir n= 1,2,... endlicb und nickt- 
negativ bleibt : 

o ^ G n (ip) < log ; 

und fernerhin ist fur jeden Wert von ip, wie bereits bemerkt, 

lim G n (ip) = 0 . 

Mithin entsprieht einer beliebigen positiven Zahl s' eine natiirliche 
Zahl v derart,' daB 

2t r 

J G n dip < s', 

0 


( 9 ) 


v :£ n. 
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Aus (8) folgt nun, daB 


9n (£, V) < 2^ 


r±l s > 

B — r ’ 


r<^R, v n. 


Nimmt man also a > 0 beliebig klein, sowie R' < R beliebig nahe 
an R an und bestimmt man a ' dann aus der Gleichung 

, o R — R' 
s RJt _ R ' s > 

so wird unter Benutzung von (9) und (8) 

(10) g«(£>y)<s, r = y^ + 7] 2 ^B', 

Aus (7) scklieBt man jetzt, sofern f n (x) nicht identisch ver- 
schwindet, daB 

log I fn ( x ) | + log B < e , 

oder auch 

(11) \fnix) | <(f) n , \X\ZR', 

und diese letzte Relation gilt selbst dann noch, wenn f n (x) = 0. 
1st nun | y | fg S l9 so ergibt sich aus (11), daB 

(12) \fn{x)y n \ < | x | ^ B', 

Hiernach braucbt man a nur so zu wahlen, da S 1 ja nach Yoraus- 
setzung < | y x | = B ist, daB 

S B 

< 1 , also a < log 

wird, um aus (12) auf die in Aussicht gestellte gleichmaBige Kon- 
vergenz der Reihe (1) im Bereiche | x | ^ R' < R, | y | ^ S x < | y 1 1 
zu schlieBen. 

Beweis des Ubergangssatzes, § 18. Da f(x,y) sieh nach 
Voraussetzung im Anfange analytisch verhalt, so gibt es zwei po- 
sitive Zahlen R x ^ R , S 1 ^ S derart, daB die Darstellung 


(IB) F(x, y)=2U{x)y n 

71 — 0 

gilt, wobei die Reihe im Bereiche 

b i: 1*1 £Ri, \y\£Si 

16 * 
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gleichmaBig konvergiert und f n (x) sick im Kreise [ x ( fg B 1 ana- 
lytisch verhalt. Erteilt man y also einen von 0 verschiedenen 
Wert y 0 im Kreise \ y \ ^ S lf so ist hiermit die Bedingung i) des 
Hilfssatzes, bezogen auf den Kreis K = E x : ] x ] ^ B 1} erfiillt. 

Jetzt nehme man y x beliebig nahe am Bande des Kreises 
| y | = S dock, so, daB | y 1 | < S. Erteilt man x einen willkur- 
licken Wert x' im Kreise \ x \ ^ B 1 nnd halt man x' dann test, so 
wird sick F(x r ,y ), als Funktion von y allein betrachtet, durck 
eine Beihe von der Form (13) darstellen lassen: 

00 

(1 4) F(x', y) = y 9 I n (x') y n . 

n = Q 

Im Kreise \ y \ ^ S x stimmt aber diese Beihe mit der Beike (13) 
uherein. Mitkin mu£ 

<Pn&) = fn{%) , * = 0,1,..., | 0? | gl?!. 

Daher konvergiert die Beike (13) scklecktweg fur y = y l9 
und somit sind auch alle Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt. Dar- 
aus ergibt sick derm, daB die vorgelegte Funktion F(x, y) sich 
nickt bloB im Bereicke B 1? sondern noch im Bereiche 

B': \x\<B 19 | y | < 8 

analytisch verhalt. 

Jetzt wird man eine neue Anwendung des Hilfssatzes machen, 
indem man nun von derselben Funktion F(x,y ) ausgeht, aber 
von dem Umstande Gebrauckt macht, daB dieselbe sick im Be- 
reiclie B' analytisck verhalt. Indem man bier x und y ikre Rollen 
vertauscken laBt, schlieBt man nunmekr aus dem dakin abgean- 
derten Hilfssatze, daB F( x, y) sick im ganzen Bereiche 

\x \ <R, \y\<S 

analytisck verhalt, und hiermit ist der Beweis des tfbergangs- 
satzes erbrackt. 

§ 21. Verallgemeinerung auf Funktionen von n Argumenten. 

Urn den letzten Satz von § 17 unter Aufkebung der Endlich- 
keitsannakme zu beweisen, geniigt es, die Ricktigkeit des ent- 
spreckenden Ubergangssatzes, § 18, darzutun. Da nun ersterer 
Satz fur Funktionen zweier Argumente feststekt, so wird man ikn 
fur Funktionen von — 1 Argumenten als ricktig voraus- 
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§ 21. Verallgemeinerung auf Funktionen von n Argumenten 

setzen und dann den in geeigneter Weise verallgemeinerten Hilfs- 
satz von § 20 fur den Fall von n Argumenten nachweisen. Die 
Methode erhellt bereits aus der Behandlung des Falles dreier Ar- 
gument e. 

Ubergangssatz. Sei F(x,y,z) in jedem Punkte des Be - 
reiches 

Z • 1 1 < -®i 9 | y | < ] £ | *®3 

eindeutig erklart. Erteilt man irgend zweien der Argumente beliebige 
in ihren bezuglichen Ereisen gelegene Werte, welche dann jest bleiben 
sollen, so soil sick F, als Funktion des dritten Arguments allein be - 
trachtet, analytisch im ganzen zugehorigen Kreise verhalten . Endlich 
soli sich F(x,y,z), als Funktion aller drei Variabelen betrachtet, im 
Anfange analytisch verhalten . Dann verhalt sich F(x,y , z) im gan- 
zen Bereiche Z analytisch. 

Zum Beweise bedient man sich der folgenden Verallgemeine- 
rung des Hilfssatzes. 

Hilfssatz. Vorgelegt sei eine Beihe 

(1) 2Un{x)y m Z n , 

vtj n 

wobei sich f m n (x) im Kreise 
K: | x | ^ B 

analytisch verhalt. Sei ferner vorausgesetzt, 

i) da[3 die Beihe fur y 0 4= 0 , z 0 4 s 0 im Kreise | x | ^ B 
gleichmafiig konvergiert; 

ii) daft die Beihe fur y ± 4= 0 , % =j= 0 im Kreise K schlechtweg 
konvergiert. 

Dann konvergiert die Beihe gleichmafiig im Bereiche 
\x\^B'<B, | y | ^ Si < | & | , \*\^T 1 <\z 1 \. 

Setzt man 


I y 0 \ = P> |yi| = B, \z<>\ = y, l%l = c, 

so darf man vom Falle B ^ /S, C absehen, da dieser ja ver- 
moge der allgemeinen Satze betreffend Potenzreihen sofort er- 
ledigt wird. Es moge also mindestens eine der Ungleiehungen 




statthaben. 
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Aus der Bedingung i) folgt vor allem, daB es eine von x,m,n 
unabhangige Zahl fi gibt derart, daB 

(2) ! /w,72 0*0 I ^ fimyn 

bleibt, wofern nur 

| x | ^ R, ft m + n. 

Berner schlieBt man aus ii), daB jedem Punkte x des Kreis- 
randes 

C: | x | = B 

eine naturliehe Zahl entspricht, derart, daB 

(3) I fm,n{ x ) ! < ~B^C^ ’ 

Wir bilden jetzt die Bunktion 

(4) — \ log I n (cc) I 4 — — log B H 7 — log C . 

Yerschwindet f„, tn (x) insbesondere identisch, so werde diese Punk- 
tion auch identisch gleich 0 gesetzt. 

Ans (2) ergibt sich, wenn m + n ^{j,, daB 


(5) 


m+n l0g I fwW I + m + n log B + m + n logC 

m 7 B n , C ^ 1 i B 

< ; log ~ 0 d 7 log — ^ i log -w- 

m + n & fi m + n ^ y \ P 

Wir zerlegen jetzt die Bunktion (4) in zwei Teile: 


+ 



(6) — 1 — log | f mn (x)\ -j ^ — log B 4 — log c 

V/ w-f-w o 1 / to, rc w ! m J r7l O m _j_ n o 

= V) 4" hm,n(£} V) > 

wobei x = i + irj gesetzt ist und auBerdem g )fhn {£,rj) ahnlich wie 
friiher definiert wird, und zwar, wie folgt: 

a) Im Innem des Kreises K soli g nLt n (| , rj) harmoniseh sein. 

b) Am Bande C von K soli q) eine stetige Bolge von 

Eandwerten annehmen, welche mit dem Werte der Bunktion (4) 
in einem Punkte von C ubereinstimmen, wo letztere Bunktion 
positiv ist, und sonst gleich 0 gesetzt werden mogen. 

Yon hier ab verlauft der Beweis genau so, wie im friiheren 
Palle, und man gelangt so zu folgender Abschatzung: einer be- 
liebig kleinen positiven Zahl e und einer beliebig nahe an B ge- 
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wahlten Zahl R' < R entspricht eine Zahl v derart, daB 

0 ^ g m ,n(S 9 v) < s > n 2 + y 2 S R' < R , v <^m + n. 
Daraus ergibt sich, daB auch 

log I /m,« (p2) | "f ~r log B + — 7 logC < £, 

sofern nur f m n (x) nicht identisch verschwindet nnd | x [ ^ R' < R, 
v + n. Mithin ist, selbst wenn f m n (x) = 0 , 

I /«.,»(») I < (ir)™^)”’ \x\^B'<B, v^m + n. 

1st nun | y | fg S x < B, [ z | ^ T 1 < C, so wird 

\f m ,n{x)y m z n I < \x\^B'<B, v^m + n. 

DemgemaB braucht man nur s > 0 so klein zn wahlen, daB 

wird, und der Beweis ist fertig. 

Beweis des T)bergangssatzes. Nach Voraussetzung ist 
F{x i y,z) in einem Bereiche 

1 X | <C Ri » \ y \ <Z R 2 )' | | ^ Rs 

eindeutig erklart. Legt man zweien der drei Argument e feste, in 
ihren bezuglichen Kreisen befindliche Werte bei, so soil sich F 
ferner, als Funktion des dritten Arguments betrachtet, im dritten 
Kreise analytisch verhalten. Endlich soil F(x,y,z ), als Funktion 
aller drei Argumente betrachtet, in einem Bereiche 

I x | ~ R± = Rii I y I = ^ R 2 j I ^ I = R$ = R 33 

analytisch sein. 

Vor allem laBt sich F{x,y,z) durch die Reihe (1) darstellen: 
(7) F{x, y, z) =J?f m , n (x) y m z n , 

lit, It 

wobei | x | ^ R\ , | y | ^ R% , | z | ^ R' B nnd auBerdem f„ hn (x) sich 
im Kreise \x\^R\ analytisch verhalt. Wahlt man nun y 0i z 0 
so, daB 0 < | y 0 | ^ R' 2 , 0 < | z 0 | ^ R' zt so konvergiert die Reihe 
gleichmaBig im Kreise | x | R[. Hiermit ist Bedingung i) des 

Hilfssatzes erfullt. 
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Des weiteren sei x' ein beliebiger Punkt des Kreises 
| x | ^ B[ , den wir nun festbalten wollen. Indem wir F (x', y , z) 
als Funktion von y, z allein betrachten, folgt aus dem Hauptsatze 
im Falle n = 2 , daB F(x', y, z) sich im Bereiche | y \ < R 2 > 

| z | < i? 3 analytisch verhalt. Mithin ist daselbst 

F (X', y,z) =]£ <Pm,n (%') y m Z n , 

in, it 

und nun beweist man gerade so wie vorhin, daB 

= /«,»(«)• 

Jetzt wakle man y l9 z x bzw. in den Kreisen \y\ < E 2 , 

| z | < B 3 beliebig nahe am Bande derselben. Dann konvergiert 
die Beike (7) fur y = Vi, z = z 1} wobei x beliebig im Kreise 

| x | ^ B{ gewaklt ist. Darum ist auch die Bedingung ii) des 

Hilfssatzes erflillt, und F(x,y,z) verhalt sich somit analytisch 
im Bereiche 

I x | < B[, \y\<R 2 , \*\<R Z . 

Indem man jetzt eine ahnliche tjberlegung anstellt, wobei 
eine der Variabelen y,z an Stelle von x tritt, gelangt man 
schlieBlich zum Ergebnisse, daB F(x,y,z) sich im Bereiche 

I # I < | y | < B 2 , | ^ j <c 

analytisch verhalt, und hiermit sind wir nun am Ziele. 

§ 22. Die Cousinsclie Abhandlung vom Jahre 1895. 

Wir wenden uns jetzt, in den nachsten drei Paragraphen, zur 
Betrachtung eines wichtigen Beitrags zur Theorie der Funktionen 
mehrerer komplexen Argumente, welcher von Cousin in seiner 
Dissertation 1 ) niedergelegt ist. Es handelt sich um die Ausdeh- 
nung der WeierstraBschen und der Mittag-Lefflerschen Satze 
von Bd. I, Kap. 11, §§ 10 — 12 auf Funktionen der genannten Art. 

Das Integral J. Sei S' ein ein- oder mehrfach zusammen- 
hangender Bereich der rc-Ebene und sei l eine einfache regulare 
nicht-geschlossene Kurve der y-Ebene. Sei ferner f(x,y) eine ana- 
lytische Funktion der beiden unabhangigen Variabelen in jedem 

1) Pariser Th&se: Sur les fonctions de n variables complexes, 1894 = Acta 
Mathematica, Bd. 19 (1895), S. 1. 
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Pnnkte (x, t), wo x ein innerer Punkt von S' nnd t an! I liegt. 
Dann stellt das iiber l hinerstreckte Integral 

b 

m\ r __ I C f( x > 

^ ' 2 nij t — y 

a 

eine im Zylinderbereiche (S',T) analytisehe Funktion von (x,y) 
dar, wobei T ans der ganzen y-Ebene exklnsive der Kurve l 
besteht. 

Um nun das Verhalten von I in den Punkten von l des nahe- 
ren zu bestimmen, bemerken wir vor allem, da£ die Kurve l im 
Innern eines bestimmten Streifens £ der ?/-Ebene eingebettet wer- 
den kann, dergestalt, da£ f(x,y) sieh im Zylinderbereieh (S', £) 
analytisch verhalt. 

Sei y 0 ein beliebiger Punkt von l, und sei K ein innerhalb £ 
gelegener Kreis mit dem Mittelpunkte y Q ; sei endlich IS ein kon- 
zentrischer Kreis vom drittel Badius. Sind dann t, y zwei belie- 
bige Punkte von so ist 

/ («> <) = / («> y) + (t — y) f v (SB, y) + 21 ( i — yffw {os, y) H , 

——iE *y~~ = /»(®» y) + 2i ~ y)/**(®* y) + • • • • 

Sei allgemein 

f( x ,t)~f(x,y) =F{x>y>t) _ 

Dann verhalt sick F(x, y , t) zunaehst im Zylinderbereieh (S', $), 

nach geeigneter Erganzung in den hebbaren singularen Punkten 
t—y = 0, analytisch. La£t man femer t die Kurve l au£erhalb 
$ durchwandern, so verhalt sich F fur jeden solchen festen Punkt 
t analytisch im Bereiche (S', $), wahrend F andererseits stetig von 
alien drei Argument en abhangt. 

Hieraus erkennt man, da£ 

W l = + «(".») 

ist, wobei derjenige Zweig des Logarithmus gemeint ist, welcher 
im Punkte y = oo verschwindet, und y in der Nahe von l (insbe- 
sondere in £), aber nicht auf l liegt. Im iibrigen verhalt sich 
2l(x, y) analytisch in alien Punkten (x, t), wo x in S' und t auf l 
liegt, insbesondere im Bereiche (S', £). 
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Auf Grand der Darstellung (2) laBt sich die analytische Fort- 
setzung von I in der Umgebung eines solchen Pnnktes (x, t) leicht 
erkennen. Bezeichnet man namlich das linke Ufer von l, wenn t 
diese Kurve im Sinne von a nach b durchlauft, als das positive, 
das rechte als das negative, so ergibt sich fur die genannte Um- 
gebung 

(3) = I- + f(x, y). 

Die Function W(x,y). Zum SchluB betrachten wir mehrere 
Kurven l k , welehe den einen Endpunkt b gemein haben und sich 
sonst nicht treffen, und ordnen denselben bzw. Funktionen 
f k (x,y) zu, welehe den fur f(x,y) maBgebenden Bedingungen ent- 
sprechen. Insbesondere werden sich also diese Funktionen samt- 
lich in jedem Punkte (sc, 6) analytisch verhalten. Biidet man nun 
die zugehorigen Integrate I k und setzt man die Summe 

yi k = W(x, y) 

k 

an, so wird sich diese Funktion in der Nahe eines Punktes {x,b), 
wie folgt, verhalten. 

Wir bezeichnen mit 

L (y) = -^i l °s(P-y) 

einen Zweig der rechter Hand stehenden Funktion, dessen Ver- 
zweigungsschnitt in der Nahe von b mit einer besonderen der 
Iiurven l k zusammenfallt. Durch die Kurven l k wird die Umge- 
bung a von b in mehrere Bereiche B n , B P , . . . eingeteilt. Und 
nun wird I k im Innern eines Bereiches (S', B n ) durch die Formel 

h = /* (x,y){ L(y) + m kn } +2 l k (x,y) 

dargestellt, wobei %l k (x, y) sich im Punkte (x,b) analytisch ver- 
halt und m kn eine ganze Zahl bedeutet, welehe bei festbleibendem 
h ein und denselben Wert hat, so lange y nur in B n verbleibt, 
aber ihren Wert mit n andern kann. 

Yerlangen wir nun noch, daB die Gleichung 

fn(x,y) + f p (x, y)-\ = 0 

in a identisch erfullt werde. Dann wird 

(®, y) =2 { m kn fk{x, y) + 21* (x, y) } • 

k 
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§ 23. Fortsetzung. Em Hilissatz 

Hieraus ergibt sich, daB dasjenige Funktionselement, welches 
im Bereiche (S , R n ) dureh die Funktion W(x,y) dargestellt wird, 
sich uber den ganzen Bereieh (S', a) hin analytisch fortsetzen laBt. 


§ 28. Fortsetzung. Ein Hilfssatz. 

Wir wollen nnn einen ein- oder mehrfach zusammenhangen- 
den regularen Bereieh S der y-Ebene betrachten. Derselbe werde 
in regulare Teilbereiche R l9 R 2 , . . etwa nach Bd. I , Kap. 5, § 9, 
zerlegt, nnd jedem R { werde eine im Innern des Zylinderbereiches 
(S', Ri) meromorphe Funktion 1 ) fi(x, y) zugeordnet. AuBerdem 
soil sich ft(x,y ) in denjenigen Randpunkten (x,y) von (S', R^, 
wofiir y am Bande von R$ (j =(= i) und x innerhalb S' liegt, mero- 
morph verhalten. 

Seien R n , R v zwei benachbarte Bereiche, und sei l n # die ge- 
meinsame Begrenzung derselben. Letztere soil im besonderen aus 
einer nicht-geschlossenen einfachen regularen Kurve bestehen. 2 ) Sei 
t ein Punkt von l nv , und sei x ein Punkt von S'. Dann geht 
schon aus der Voraussetzung hervor, daB die Funktion 

1) fe(x>y)-fn(x,y) 

im Punkte (x, t) keine hohere als eine auBerwesentliche bzw. eine 
hebbare singulare Stelle besitzen kann. Wir wollen den Funktio- 
nen fi(x,y) nun noch die weitere Bedingung auferlegen, daB diese 
Differenz in der Nahe des genannten Punktes hochstens hebbare 
Singularitaten aufweise und sich also zu einer dort analytischen 
Funktion erganzen lasse. Es sei uns gestattet, die also erganzte 
Funktion in der Form 

zu schreiben. 


2) 


Die Funktion I nj) . Wir bilden jetzt die Funktion 


I 


np 


1 f '{ /g(M ) — /n (M) } 

2niJ t—y 

l np 


dt , 


1) Wir schlieflen uns der Cousinschen Bezeichnungsweise immer noch 
an. Demnach entspricht erst die Differenz zweier Funktionen des gegen- 
wartigen Paragraphen, f n (x , y) — f Ji {x J y) i der Funktion fi(x, y) von § 22. 

2) Bei den Anwendungen handelt es sich namlich um Teilbereiche B if 
welche entweder Quadrate, sofem der Satz von Bd. I, Kap. 5, § 8 in Be- 
tracht kommt, oder hochstens Bereiche a von normalem Typus, Bd. I, Kap. 5, 
§ 9, sind. Darum wollen wir uns auch auf diesen Fall beschranken und dem 
Leser etwaige Yerallgemeinerungen uberlassen, falls er sich dafiir inter- 
essieren sollte. 
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wobei das Integral in demjenigen Sinne iiber l nP hin erstreckt 
wercle, weleher einer positiven Umkreisung des Bereiches B n ent- 
spricht. Dann erkennt man vor allem, daB 

3) I nl) == 

Die Funktion I np ist im Zylinderbereich (S', T np ), wobei T np 
die ganze y- Ebene exklusive der Punkte von l np bedeutet, eindeu- 
tig erklart und verhalt sieh dort analytisch. Setzt man l np iiber 
(S', B n ) hinaus in (S', B P ) analytisch fort, so geht I nv nach § 22, 

i 8 ) in 

4) Ini j "T {fv r y) /ra(^J y ) 1 
iiber. 

Die Funktionen &(x> y), <p n ($>y)* Wir bilden femer fur je 
zwei benachbarte Bereiche B n nnd B P die Summe 

5) Fl nv = &(x, y ) . 

Dieselbe definiert eindeutig in jedem inneren Pnnkte eines jeden 
Bereiches (S', B n ) eine daselbst analytische Punktion mit den- 
selben Eigenschaften wie die Punktion W(x,y) von § 22. Irn Be- 
reiche (S',R n ) werde dieselbe mit <p n (x,y) bezeichnet: 

6) <p n (x, y) = &(x, y), (x, y) in (S', R n ). 

Nach den Ergebnissen von § 22, Ende, laBt sich cp n (x, y) 
liber die ganze innerhalb des Bereiches (S', S ) belegene gemein- 
same Begrenzung der Bereiche (S', B n ) und (S', B P ) hinaus ana- 
lytisch fortsetzen. Da jede Punktion I rs auBer I np dabei in sich 
selbst iibergeht, so hat die bewuBte Fortsetzung im Bereiche 
(S', B v ) den Wert 1 ) 

7) &(x,y) + {f p (x,y) — f n (x,y)} . 

1) Genauer gesagt fassen wir einen Punkt (x\ t ) ins Auge, wo x ' in S' 
liegt und t ein mit keinem Endpunkte von l np zusammenfallender Punkt die- 
ser Strecke ist. In der Umgebung von (x ' , t) gilt dann die Formel 7). 

In der Umgebung or eines Punktes (x ' , b ) , wo x' in S' liegt und b ein zum 
Rande von S gehoriger Endpunkt von l np ist, wird 

*(«, y) g *=.» + % (x , y) , 

wo $H(x 3 y) sich in a analytisch verhalt. Hieraus erkennt man, daB die Be- 
stimmungen von &(x,y) in R n und R p , d. h. die Funktionen <p n (x,y) und 
cp v (%,y), im allgemeinen iiber einen solchen Punkt (x' 3 b ) hinaus keine ana- 
lytische Fortsetzung zulassen. 
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Diesen Sachverhalt konnen wir auch durch folgencle Bezeichnung 
kurz zum Ausdruck bringen: 

8) cpn (x, y) I-*** = <Pv (x, y) + { /„ {at, y) — f n {x, y ) } ■ 

Mit diesem Resultat sind wir nun gleich am Ziele. Es bleibt 
nur noch iibrig, eine Funktion F(x,y), wie folgt, einzufukren: 

9) F(x, y) = cp n {x, y) + f n (x, y). 

Dieselbe ist zunackst im Innern eines jeden Bereickes (S', R n ) 
iiberall da eindeutig definiert, wo f n (%>y) definiert ist, und weist 
dort auBerdem dieselben Singularitaten wie f n (x, y) auf, da 
cpn (% , y) sich ja im genannten Bereiche analytisch verhalt. Setzt 
man ferner F(x,y) aus einem Bereicke (S',R n ) in einen benack- 
barten Bereich (S', R P ) analytisck fort, so fallt die also erhaltene 
analytiscke Fortsetzung mit der durch 9) in (S', R v ) definierten 
Funktion F(x, y) zusammen. Hiermit sind wir nunmekr zu folgen- 
den Ergebnissen gelangt. 

Hilfssatz. Seien S', S ein - oder mehrfach msammerihangende 
Bereiche der x- resp. y-Ebene, und sei S aufierdem regular . Letz- 
terer moge noch in eine endliche Anzahl weiterer regularer Bereiche 
R n zerlegt werden. 1 ) Jedem Zylinderbereiche (S', R n ) werde eine 
Funktion f n (x,y) von der folgenden Beschaffenheit zugeordnet. 

a) Ist x Q ein beliebiger innerer Punkt von S' und y 0 ein beliebi - 
ger innerer oder Randpurikt von R n , so soil sich f n (x, y) im Punkte 
(x 0 , y 0 ) meromorph verhalten . 2 ) 

b) Im Falle y 0 am Rande sowohl von R n als von R v liegt, soil 
die Differenz 

fp{v,y)— fn(x,V) 

in der Nahe der Stelle (x 0 , y 0 ) hochstens hebbare Unstetigkeiten auf- 
weisen und sich somit nach geeigneter Erklarung in den genannten 
Stellen im Punkte ( x 0 , y 0 ) analytisch verhalten . 

Alsdann gibt es eine im Zylinderbereiche (S', S) meromorphe 
Funktion F(x,y) der art, dafi die Funktion 

F{x, y) — f„(x, y ) 

1) Man vergleiche die Anmerkung, S. 201. 

2) Am Rande von S liegt eine endliche Anzahl von Punkten, in denen 
zwei oder mehrere Bereiche R n zusammenstoBen. Ist y 0 ein sonstiger Rand- 
punkt von S, und liegt x ' in S', so braucht man keine Voraussetzung uber 
das Verhalten der Funktion im Punkte ( x Q , y 0 ) zu machen. 
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sich in jedem Purikte (x 0 , y 0 ) von (S', R n ) bis auf hebbare Singula- 
ritaten analytisch verhalt , too x 0 im Innern von S', und y 0 nur nich 
am Rande von S liegt . 

Der Satz nebst Beioeisen gilt noch unverandert fur den Fall, daf: 
n Argumente x l9 ...,x n an Stelle von x treten, welche dann resp. 
auf Bereiche S [, . . S' n Hirer bezuglichen Ebenen beschrankt werden. 
Der Bereich S der Variabelen y soli nach wie vor regular sein . 1 ) 

§ 24. Eine Ver&Hgemelnerung des Mittag-Lefflerschen Satzes. 

Wir sind jetzt imstande, den Mittag-Lefflerschen Satz vor 
Rd. I, Kap. 11, § 11 auf Funktionen mehrerer Veranderlichen aus- 
zudehnen. Zu dem Zweeke machen wir vor allem auf nachste- 
hende notwendige Bedingungen aufmerksaru. 

Zwei Funktionen, cp(x,y) und f(x,y), deren beide sick in 
einem Punkte (a,b) meromorph verhalten, mogen im Punkte (a,b) 
miteinander aquivalent in bezug auf Subtraktion heiBen, falls die 
Differenz 
cp{x,y)—'ip{x,y) 

in der Nahe von (a,b) hoehstens hebbare Singularitaten aufweist. 

Sei F(x, y) im ganzen endlichen Raume meromorph. Dann 
kann man jedem Punkte (a, b) dieses Raumes eine Funktion 
fab(%>y) von folgender Beschaffenkeit zuordnen. 

i) f a}) (x , y) verhalt sich im Punkte (a , b) meromorph und ist 
dort mit F(x,y) aquivalent in bezug auf Subtraktion. Bezeich- 
nen wir mit 

Tat>‘ \x — a\<h ab , \y — b\ <h ab , 

eine Umgebung des Punktes (a,b), worm die genannte Funktion 
diese Bigenschaft aufweist. 

ii) Ist (a',b') ein Punkt von T ab , so ist dort f a ’v( x >y) mit 
fau( x >y) Equivalent in bezug auf Subtraktion. 

Der Satz, woruin es sich handelt, besteht nun geradezu in 
der Umkehmng dieser beiden Bedingungen. 

Theorem. 2 ) Jedem Punkte ( a,b ) des endlichen Raumes werde 
eine Funktion /«& (m , t/) zugeordnet, welche sich in einer Umgebung 

1) Allgemeiner darf der Punkt (x) = (x 1 , . . x n ) in einem beliebigen Be- 
reiche des 2w-dimensionalen Raumes dieser Variabelen liegen. 

2) Cousin, Acta Mathematica 19 (1S95) S. 56. Ein besonderer Fall die- 
ses Satzes ist bereits von Appell, Acta Mathematica 2 (1883) S. 71, behan- 
delt worden. 
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§ 24. Eine VeraHgemeinerung des Mittag-Lefflersehen Satzes 

T ah dieses Punktes meromorph verhalt. 1st fernerhin ( a ', b') ein 
Punkt von T ab , so sollen / a& (#,?/) und f a , b ,(x,y) in (a',b') mitein - 
ander dquivalent in bezug auf Subtraktion sein. Dann gibt es eine 
Funktion F(x, y) , welche sich im ganzen endlichen Baume mero- 
morph verhalt und in jedem Punkte (a, b) mit der zugehorigen Funk- 
tion f ab (x , y) dquivalent in bezug auf Subtraktion ist . 

Wir bezeichnen mit S R clen abgeschlossenen Zylinderbereich 

S': |Jft(®)|£.R, |«r(-?-)|£2J; 8 : |<ft(y)|£E, 

Indem wir jedes Quadrat in 2 2n gleiche Quadrate einteilen, be- 
zeichnen wir eines der kleinen Quadrate von S',S resp. mit q' u9 q,. 
Und nun behaupte ich: wird n geniigend groB gewahlt (und dann 
festgehalten), so entspricht jedem Zylinderbereiche (q' a ,qf) ein 
Bereich T ah , welcher (q^qf) im Innern enthalt. 

Zum Beweise nehme man an, die Behauptung sei falsch, und 
teile S', S je in vier gleiche Quadrate. Dementsprechend wird S R 
in 16 gleiche Zylinderbereiche eingeteilt. Fur mindestens einen 
letzterer Bereiche wird nun die entsprechende Behauptung eben- 
falls falsch sein. Bin solcher Bereich wird jetzt derselben TJber- 
legung unterworfen, wodurch dann wieder ein Teilbereich entsteht, 
wofiir die Behauptung nicht gilt. 

Indem man nun das Verfahren unbegrenzt fortsetzt, wird 
man zu einem alien der ausgezeichneten Teilbereiche gemeinsamen 
Punkte {cc,y) gefuhrt, in dessen jeder Nahe es einen Zylinderbe- 
reich gibt (namlich einen der bewuBten Teilbereiche), wofiir die 
Behauptung nicht gilt. Dies widerspricht aber dem Tatbestande, 
denn dem Punkte (x,y) entsprechen ja ein Bereich T^y und eine 
Funktion fxp(x,y), welche das Ergebnis unmoglich machen. 

Wir sind jetzt in der Lage, den Hilfssatz von § 28 anzu- 
wenden. Sei q' a ein beliebiges der der bewuBten Eintellung des 
Quadrats S' entsprechenden Quadrate, und sei Q' c/ ein etwas gro- 
Beres, q' a im Innern enthaltendes Quadrat. Als Bereich S' des 
Hilfssatzes nehmen wir nun Q' a , als S dagegen das Quadrat S, 
und als die Bereiche R n endlich die Quadrate q.>. Nachtraglich 
hat man noch dafiir zu sorgen, daB Q' a soweit eingeschrankt wird, 
daB der Bereich (Q' u , q ^) , wo /} beliebig ist, stets innerhalb des 
den Bereich (q' a , g ) enthaltenden Bereiches T ab liegt. Das Ergeb- 
nis ist nun eine Funktion f a (x,y), welche sich in jedem inneren 
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Punkte (a,b) des Bereiches (Q' a ,S) meromorpk verhalt und da- 
selbst mit der vorgelegten Funktion f ai (x, y) aquivalent in bezug 
auf Subtraktion ist. 

Alsdann wird man den Hilfssatz von neuem anwenden, in- 
dent man jetzt x und y ihre Bollen vertauschen laBt. Als die 
Bereiehe S’, S des Hilissatzes werden nun die Quadrate S resp. 
S' genommen, wahrend die Bereiehe B n dureh q' a vertreten wer- 
den. Das Endresultat kann man, wie folgt, formulieren. Unter 
den Bedingungen des vorstehenden Theorems gibt es eine Funktion 
0 R (x,y), welche sich im Innern des Bereiches S R meromorph ver- 
Mlt und in jedem inner en Punkte (a, b) desselben mit der zu- 
gehorigen Funktion f ab (x,y) aquivalent in bezug auf Subtraktion ist. 

Der Satz laht eine ersichtliche Erweiterung zu, indem man 
ihn auf den abgeschlossenen Bereich Z R ausdehnt. Zum Beweise 
brauoht man nur B' > B anzunehmen imd die Funktion 0 R {x, y) 
in S R zu betrachten. 

Es ist jetzt nur noch ein kurzer Schritt zum Beweise des 
Theorems. Wir bilden namlich die Funktionen <P R (x,y) fiir eine 
ins Unendliche wacbsende Beihe von B- Werten, indem wir jedes- 
mal den abgeschlossenen Bereich S R zugrunde legen. Insbeson- 
dere sei B = 1,2,... 

Die Funktion 

0m + 1 (® > V ) 0m (® » V) = (® > V) 

verhalt sich nach Erganzung in den hebbaren Singularitaten ana- 
lytisch im abgeschlossenen Bereiehe I m . Entwickelt man dieselbe 
dort nach dem Taylorschen Lehrsatze, so wird die dadureh sich 
ergebende Beihe im Bereiehe 

Z' m : \x\£m, \y\<^m 

gleichmaBig konvergieren. 

Sei 

Si + s 2 + • • • 

eine konvergente Beihe positiver Zahlen. Dann wird man die be- 
wuBte Potenzreihe so zerlegen konnen: 

y) = {x , y) -f- B m (x, y ) , 
da6 der Best, B m (x,y), in Z' m der Bedingung 

1 dd m {x, y)\<s m 

geniigt. Dabei bedeutet P m (x,y) ein Polynom. 
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Jetzt wollen wir die Funktionen 0 m {x 3 y) durch geeignetere 
aquivalente Funktionen F m (x,y), wie folgt, ersetzen. Sei 

F i( x > y) =$i(x,y); 

m— I 

F rn (os, y) = 0 m (x, y) — ^ P)c(x, y) , 2 ^ m . 

k = 1 

Es ergibt sich, daB 

(-0 F m+1 (x , y) F m (x , y) — R m (x , y ) . 

Die Funktion F m {x,y) ist offenbar im Bereiche Z' n mit 
aquivalent, und dasselbe gilt aueh von der Funktion 

30 

( 2 ) F (os, y) =F m (x, y) + Y (*» y) > 

k — in 

da das letzte Glied eine in Z' n gleichmaBig konvergierende Reihe 
ist, deren Glieder sieb dort analytisch verhalten. 

Sei M eine beliebige natiirlicbe Zahl. Wir bilden die Funk- 
tion F(x, y) einmal fur m ^ M, sodann aber ftir m + r, r > 0, 
und betrachten die Differenz dieser beiden Bestimmungen im Be- 
reiche Z' M : 

oo oo m + r — 1 

F m+r + ^ Bk — F m — R k = F m + r — F m — ^ R k . 

k = m +r k — m k = m 

Aus (1) ergibt sich, daB letztere Funktion in Z' M identiscb ver- 
schwindet. 

Hiermit sind wir zu folgenden Ergebnissen gelangt. Durcb 
die Formel (2) wird zunachst fiir den Fall m — 1 eine Funktion 
F{x, y) im Bereiche Z[ vorgestellt, welche sich dann bis auf 
auBerwesentliche singulare Stellen iiber den ganzen endlichen 
Raum hin analytisch fortsetzen laBt und im Bereiche Z r m mit der 
durch die Formel (2) daselbst dargestellten Funktion aquivalent 
(weil identisch) ist. DemgemaB wird diese monogene analytische 
Funktion auch in jedem Punkte (a, b) des Raumes mit der zuge- 
horigen Funktion f ah (x,y) aquivalent in bezug auf Subtraktion 
sein, und hiermit ist der Beweis des Satzes vollstandig geliefert. 

Der erweiterte Satz. Der vorstehende Satz laBt sich nach 
zwei Richtungen hin erweitern. Erstens gilt er unverandert fiir 
Funktionen beliebig vieler Yariabelen. In der Tat geniigt die 

Osgood, Punktionentkeorie. II, 1. 2. Aufl. 17 
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vorstehende Methode ohne Modifikation zur Begriindung dieser 
V erallgemeinerung. 

Zweitens sei ein beliebiger Zylinderbereich (T l9 . . T n ) vor- 
gelegt, wobei T h bloB ein Kontinuum der eigen tlichen ^-Ebene 
bedeutet, und man ordne jedem Punkte dieses Bereiebes (wozu 
ja kein Bandpunkt gehort) eine sich dort meromorph verhaltende 
Funktion zu. Dann gibt es eine Funktion F(z l9 . . .,ss n ), welche 
uberall da im Bereicbe, wo sie definiert ist, eindeutig ist und in 
jedem Punkte des Bereiebes ro.it der diesem Punkte zugeordneten 
Funktion aquivalent in bezug auf Subtraktion ist. 

Im besonderen Falle, daB jeder Bereieb T k aus dem Einbeits- 
kreise | z lc j < 1 bestebt, kann man den Beweis geradeso wie vor- 
bin fiihren, indem man als S R den Bereieb 

\Z k \^R, 0<B<1, k = 

nimmt, und R dann etwa gleich 1 — + a, setzt. 

Der allgemeine Fall, daB jeder Bereieb T k einfacb zusammen- 
bangt, laBt sicb nun obne weiteres durcb konforme Abbildung auf 
diesen Fall zuruokfubren. 

Hangt dagegen einer der Bereicbe T k mebrfacb zusammen, 
so wild man jeden Bereieb T k naeb der Metbode von Bd. I, 
Kap. 5, § 8 in eine Eeibe regularer Bereicbe Tf, *= 1,2,.. , ent- 
wickeln und eine Funktion <P m z n ) aufstellen, welcbe dem 

Zylinderbereicbe . . ., T£ u) ) entspriebt. 1 ) Die Differenz 

4- 1 (#1 j • • • 9 &n) j • * • j &n) ~ > • • • * &n) 

verbalt sicb dann (nach Erganzung in etwaigen bebbaren singu- 
laren Stellen) ausnabmslos analytiscb im abgescblossenen Bereicbe 

Nun lassen sicb andererseits die Bd. I, Kap. 11, § 15 darge- 
stellten Entwicklungsmetboden obne weiteres auf Funktionen meb- 
rerer Variabelen ausdebnen, welcbe in abgescblossenen Zylinder- 
bereicben betraebtet werden. DemgemaB kann die Funktion 
Q m , , . . , z n ) im abgescblossenen Bereiche (T^, . . T^) durch 
eine im Innern des Bereiebes (Z\ , . . . , T n ) analytisebe Funktion 


1) Diese Methode kann man auch im Falle lauter einfacb zusammen- 
hangender Bereiche benutzen. 
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P m (z t , . . . , z n ) gleichmaBig angenahert werden. Hiermit erhalt man 
die Zerlegung 

+ 1 === Pm ~t~ Pm > 

wobei B m (z 1} . . . , z n ) sich im abgeschlossenen Bereicbe (T[ ni \ . . T^'fi) 
analytisch verhalt und daselbst 

I Pm (% 5 • • *5 %n) 1 ^ • 

Yon hier ab verlauft der Beweis, wie vorhin. 

Es sei noch hervorgehoben, daB wir den Mittag-Leffler- 
schen Satz von Bd. I, Kap. 11, § 12 zwar fur einen beliebigen 
Zylinderbereich, nicht aber fur einen allgemeinen Bereich des 
2 n -dimensionalen Raumes verallgemeinert baben. 

§ 25. Tiber Funktionen mit vorgeschriebenen Nullgebilden. 

Wir wenden uns jetzt zu einer Yerallgemeinerung des 
WeierstraBschen Satzes vom Jahre 1876, Bd. I, Kap. 11, § 10. 
Sei G(x,y) eine ganze Funktion, welche Wurzeln besitzt und nicht 
identisch verschwindet. 1st (a, b ) eine Wurzel von G, so kann man 
die Funktion in der Nahe dieser Stelle vermoge des WeierstraB- 
schen Satzes, Kap. 2, § 2, in der Form darstellen: 

G(x, y ) = P(w,z)Q(w,z), 

wobei P(w,z) ein ausgezeichnetes Pseudopolynom mit der Spitze 
im Anfang bedeutet: 

P(w, z) =w m + A 1 {z)w m ~ 1 + • * * + A m (z), 

und x,y linear von w,z abhangen. 

Sind zwei Funktionen u(x,y), v(x,y) in einem Punkte (a, b) 
analytisch und verschwindet keine davon identisch, so heiBen sie 
im Punkte (a, b) miteinander aquivalent in bezug auf Division , falls 
der Quotient 

u(x,y) 
v(x f y) 

in der Nahe des Punktes (a, b) hochstens hebbare Singularitaten 
aufweist und die erganzte Funktion dort nicht verschwindet. 

Den Bedingungen i), ii) von § 24 entsprechend finden wir 
auch hier zwei notwendige Bedingungen fur eine ganze Funktion 
G{x, y): 

17 * 
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i) Jedem Punkte (a, b) des Raumes laJ3t sich eine Funktion 
u ah (x,y) zuordnen, welche sich im Punkte (a,b) analytisch ver- 
halt und dort mit G{x,y ) Equivalent in bezug auf Division ist. 
Bezeichnen wir mit 

T ab : \x — a\< h ai , \y — b\<h ab 


eine Umgebung der Stelle (a , &) , worin die genannte Funktion 
diese Eigenschaft aufweist. 

ii) 1st (a\ b') ein beliebiger Punkt von T abi so ist dort 
u a , b .(x, y) mit u ab (x,y) Equivalent in bezug auf Division. 

Diese Bedingungen lassen sich nun in folgender Weise um- 
kehren. 


Theorem. 1 ) Jedem Punkte (a, b) des endlichen Raumes werde 
eine Funktion u ab (x,y ) zugeordnei, welche sich in einer Umgebung 
T ab dieses Punktes analytisch verhalL Ist fernerhin (a' 9 b') ein 
Punkt von T ab , so sollen u ab (x 9 y) und u a , v (x 9 y) in ( a' } b ') mitein - 
ander in bezug auf Division aquivalent sein . Dann gibt es eine gauze 
Funktion G(x, y), welche in jedem Punkte (a, b) mit der zugehorigen 
Funktion u ah (x , y) aquivalent in bezug auf Division ist . 


Zum Beweise bezeichnen wir wieder mit Z R den abgeschlosse- 
nen Zylinderbereich 





wobei R eine behebige positive Zahl bedeutet. Jedem Punkte 
(a, b) von E R entspricht nach i) eine positive Zahl h al , Wie in 
§ 24, so erkennt man auch hier, daB es eine positive konstante 
Zahl h gibt. welche jedem dieser Punkte gleichmaBig zugeordnet 
werden kann. Greifen zwei Bereiche T ai und T a , b , ubereinander 
und bezeichnet man den gemeinsamen Teil mit T, so werden die 
Funktionen u ah (x,y ) und u a ^{x,y) in jedem inneren Punkte von 
T miteinander aquivalent sein. Nun werden die x- und y-Ebenen 
in Quadratnetze eingeteilt, wobei die LEnge einer Diagonale klei- 
ner als h sein soli, und die Komplexe von Quadraten, q' a und q J9 
werden gerade so wie vorhin definiert. 

Wir brauchen jetzt das Analogon des Hilfssatzes von § 24. 
Dieser Satz lautet, wie folgt: 


1) Cousin a. a. O. S. 56. 
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§ 25. tjber Funktionen mit vorgescbriebenen Nullgebilden 


Hilfssatz. Sei S' ein beliebiger einfach zusammenhangender 
Bereich der x-Ebene, und sei S ein regularer ein - oder mehrfach zu- 
sammerih angender Bereich der y-Ebene . Letzterer moge noch in eine 
endliche Anzahl einfach zusammenhangender regularer Bereiche B n 
zerlegt werden . Jedern Z ylinderbereiche (S', B r f) werde eine Func- 
tion u n (x, y) von folgender Beschaffenheit zugeordnet: 

a) 1st x 0 ein beliebiger innerer Punkt von S' und y Q ein beliebi- 
ger inner er oder Bandpunkt von R n , so soli sich u n (x, y) im Punkte 
( x 0 , y 0 ) analytisch verhalten 1 ); 

b) Im Fable y Q am Bande sowohl von B n als von B P liegt, sollen 
u n (x,y) und u P (x,y) im Punkte (x 0 ,y 0 ) miteinander aquivalent in 
bezug auf Division sein. 

Alsdann gibt es eine im Z ylinderbereiche (S', S) analytische 
Funktion H(x,y), welche in jedem Punkte (x Q ,y 0 ) von (S',B n ) mit 
u n (x, y) bezug auf Division aquivalent ist, wo x 0 im Innern von 
S' und y 0 nur nicht dm Bande von S liegt 

Der Satz nebst Beweis gilt noch unverandert fur den Fall, daft 
n Argumente x l9 . . ,, x n an Stelle von x treten, welche dann bzw . auf 
einfach zusammenhangende Bereiche S' n Hirer bezuglichen 

Ebenen beschrankt werden. Der Bereich S der Variabelen y soil nach 
wie vor regular sein und ein - oder mehrfach zusammenhangen. 2 ) 


Behufs des Beweises sei l np die gemeinsame Begrenzung 
zweier benacbbarten Bereiche B n und B P , welche wiederum so an- 
genommen werden mogen, wie vorhin in § 28. Dann gibt es 
einen l nP im Innern umfassenden einfach zusammenhangenden Be- 
reich t der y - Ebene derart, daB die Funktion 


u p(x> y) 
u n y) 


= 9np( x , y) 


sich im einfach zusammenhangenden Zylinderbereiche (S', r) bis 
auf hebbare Singularitaten analytisch verhalt und die also er- 
ganzte Funktion, welche durch das namliche Symbol, g n p( x >y)> 
bezeichnet werde, dort nicht verschwindet. Demnach wird die 
Funktion log g np (x,y) einen daselbst analytischen Zweig 


G nP (x, y) = log g nv (x, y) 

haben. 


1) Die in der Anmerkung 2), S. 253 vermerkte VeraUgemeinerung hat 
auch hier statt. 

2) Es findet auch hier die V erallgemeinerung von S. 254, Anm. 1), statt, 
wobei jedoch der Bereich der Punkte (x) jetzt einfach zusammenhangen muB. 
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Hieraus werde nun die Punktion 


I 


np — 


. 1 ... f 

2 ni J t — y 


gebildet. Dieselbe subsumiert sich unter den in § 28 behandelten 
Integralen. Wir bilden noeh, ahnlich wie in § 28, die weitere 
Funktion 1 ) 

0(x, y) = 2i. »(®. y) • 


Nach den damaligen Entwicklungen laBt sich also 0(x,y) 
aus dem Bereiche (S', B„) in den benachbarten Bereich (S', R„) 
analytisch fortsetzen, und zwar geht &(x,y) dabei iiber in 

0 (x , y) G njJ (x, y) • 

Fassen wir einen inneren Punkt b von S ins Auge, an welchen 
mehrere Bereiche R n — sagen wir der Bestimmtheit halber R lf 
. ..,E 4 — anstoBen und dabei die Umgebung von b vollig er- 
schopfen. Wird dann L(y) wie friiher definiert, und liegt y in der 
Nahe von b, so wird 

0 (x, y) = S3 (x, y ) 4- [G 13 4- G %z + G 3i + G a ] L ( y ) 

+ G 12 + m% G 23 + mSj'] G 3i + G a , 

wobei S8(a;,y) sich analytisch verhalt und mg , . . . ganze Zahlen 
bedeuten, welche ein und denselben Wert beibehalten, so lange 
nur y in bleibt, sich aber andern konnen, wenn y einen an- 
deren Bereich B, betritt. 

Die eckige Klammer hat den Wert 


<?«+••• + g 4 i= log? + log? + log? + log 




U z 


= log 1 = %7ziK, 


wobei K eine ganze 
renz 


Zahl bedeutet. Mithin wird durch die Diffe- 
&{$, y ) — 2 niKL(y) 


eine im Bereiche (S', R 4 ) analytische Punktion definiert, welche 
eine analytische Portsetzung liber den ganzen Bereich (S', a) hin 
gestattet, wobei a eine geeignete Umgebung der Stelle b vorstellt. 


1) Cousin a. a. 0. S. 17. Die Cousinsche Bezeichnungsweise noch wei- 
ter beizubehalten, ist nicht ratsam. 



§ 25. tlber Funktionen mit vorgeschriebenen Nullgebilden 263 

Jetzt sieht man, wie man die Funktion &{x, y) allgemein zu 
modifizieren hat. Man bilde namlich 2 niKL{y) fur jeden in S 
gelegenen Knotenpunkt nnd ziehe diesen Ausdruck von &(a ;,y) 
ab. So entsteht eine Funktion 


Sei 


W{x,y ) =0(x,y) — 2mZ KL{y). 
y n (x, y) = W(x, y) in (S', B n ) . 


Dann laJBt sicb y n {x,y ) iiber ( S',B n ) hinaus in (S', analytisch 
fortsetzen, und zwar ist 

Vn(oc, y) | _+ Rp = y>p(a>, y) + G nj) {x, y) + 2mm, 

wo m eine ganze Zahl bedeutet. 

Es bleibt nur noch iibrig, die Funktion 

H{x, y) = u n {x, y)e" n(x,v) 


zu bilden. Setzt man diese aus dem Bereiche (S', E n ) in (S', R v ) 
analytisch fort, so kommt 


u , 


y)e^ x ’ !l)+Gn ^’ y) =u 1> {x, y)e"^ x>,J) . 


Hiermit erweist sicb H(x,y ) als die vom Hilfssatze verlangte 
Funktion. 


Kehren wir nunmehr zum Beweise des Hauptsatzes zuruck! 
Yon bier ab verlauft die SchluBweise der friiberen zur Begriin- 
dung des Satzes von § 24 benutzten genau parallel. Wir erbalten 
zunachst, analog wie friiher, das Besultat: Unter den Bedingungen 
des vorstehenden Theorems gibt es eine Funktion H R (x,y), welche 
sich im abgeschlossenen Bereich U R analytisch verhalt und in jedem 
Punkte (a,h) desselben mit der zugehorigen Funktion u al} (x,y) in 
bezug auf Division dquivalent ist . 

Hierauf setzen wir R = m = 1,2,8,... und bilden die Funk- 


tion 


H m (x, y ) 


= Q m (x, y) . 


Letztere Funktion verhalt sicb analytisch im Bereiche S m und ver- 
schwindet dort nicht. DemgemaB laBt sicb dieselbe in der Form 

Q m = e Xm 

darstellen, wobei X m (x, y) sich ebenfalls in l n analytisch verhalt. 
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Jetzt werde X m naclt dem Taylorschen Lehrsatze entwiekelt. 
Indera man diese Reihe so spaltet, daB der Rest derselben im Be* 
reiehe 

X' m : \x\^m, \y\^m, 

dem absoluten Betrage nack kleiner als s m bleibt: 

X m — Pm + Rm j I I < £ m > 

nxogen dann neue Funktionen G m (x,y ) an Stelle von H rn (x ) y) 9 
wie folgt, eingefiihrt werden: 

@i (%> y ) ^ *®i y) > 

Dann wird 



Die in Aussicht gestellte Funktion G{x,y) wird endlich durch 
die Form el definiert: 

CO 

G(ps, y) = G m (x, y)e k==m 

Es wird namlich genau so wie im friiheren Falle geze igt, daB 
G(x,y ) in einem beliebigen Z' M nicht mehr von m abhangt, sobald 
nur m M genommen wird, denn es ist ja in Z' M 


G m =H m e *“* , 


in + r ~ 1 
- 

4 T „k— m 

- --g— e 


nl — m + r 


1. 




2 *> 


Hiermit ist nun der Satz vollstandig bewiesen. 

Der erweiterte Satz. Sei (, S l 9 ...,S n ) ein einfach zusam - 
menhangender Zylinderbereich des {x l9 . . x n ) - Raumes, wobei 
S k . a = i , einen berandeten Bereich der erweiterten x k -Ebene be - 
deutet. 1 ) Jedem inneren PunJcte (a) von (S) werde ferner eine Funk - 
tion (x) zugeordnet, welche sick in einer bestimmten Umgebung 
T {d) von (a) analytisch verhdlt . Ist endlich (a') ein Punkt von T^ s 
so sollen w n) (x) und (x) im Punkte (a') miteinander dquivalent 
in bezug auf Division sein . 


1) M. a. W. soil S k zur Klasse a) oder b), Bd. I, S. 788, gehoren. 



265 


§ 26. Yon der Produktzerlegung ganzer Funktionen 

Alsdann gibt es eine Funktion G(x l9 . . ., x n ), welche sick ana - 
lytisch in (S) verhdlt und in jedem Punkte (a) von (S) mit der zuge - 
horigen Funktion u^(x) in bezug auf Division dquivalent ist. 

Im ubrigen darf einer der Bereiche S 1 , . . . , S n mehrfach zu- 
sammenhangen . 

Der Beweis wird gerade so gefiihrt, wie im ahnlichen Falle, 
§ 24, Ende. 

Die Satze von §§ 22 — 24 erscheinen im wesentlichen so, wie 
Cousin sie a. a. 0. ausgesprochen und bewiesen hat. Dagegen ist 
den Satzen von § 25 durch die Porderung des einfachen Zusam- 
menhanges eine wesentliche Einschrankung auferlegt. DaB diese 
Satze tatsachlich in dem Umfange, wie Cousin sie ausgesprochen 
hat, falsch sind, hat Gronwall 1 ) durch ein Beispiel gezeigt. 

§ 26. Yon der Produktzerlegung ganzer Funktionen. 

1. Satz. Ist G(z l9 . . ., z n ) eine ganze Funktion , welche Wur- 
zeln hat, ohne identisch zu verschwinden, so decken sich die Wurzeln 
von G mit den im Endlichen gelegenen Stellen eines oder mehrerer 
monogenen analytischen Gebilde (■ n — l)-ter Stufe , Ins - 

besondere kann es dieser Gebilde auch unendlich vide geben , die dann 
aber eine abzahlbare Menge bilden. 

Sei (a) eine Wurzel von G, und seien r, F’ , . . . die im Punkte 
(a) irreduktiblen Eaktoren von G . Durch die Gleichung 

(1) r = o 

wird dann ein monogenes analytisches Gebilde (n — 1) - Stufe im 
Raume der n Veranderlichen z n ) definiert. Bezeichnen 

wir dasselbe mit ©. 

Sei (b) eine zweite endliche Stelle von ©. Dann laBt sich © 
in der Nahe von (&) in der Form darstellen: 

(2) r h (z i,...,0 n ) =o, 

wo F h im Punkte (b) irreduktibel ist. Ich behaupte nun, 
G(zi, . . z n ) ist im Punkte (6) durch r b (z l9 . . z n ) teilbar. 

Zum Beweise verbinde man (a) mit (b) durch eine ganz auf © 
verlaufende Kurve (£, deren Bogenlange, von (a) aus gemessen, 

1) Bull. Amer. Math. Soc. (2) 20 (1914), S. 173. Transactions Amer. 
Math. Soc. 18 (1917), S. 50. 
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mit s benannt werde. In der Umgebung ernes beliebigen Pnnktes 
( z ) = (£) von © wird © durch eine Gleichung von der Form (1) 
oder (2): 

(8) r*(z l9 ...,z n ) =0 

dargestellt. Liegt (£) in einer gewissen Umgebung von (a), so 
wird F und damit auch G im Punkte (£) durch F^ teilbar sein; 
vgl. Kap. 2, § 7, 8. Satz. Sollte letzteres nicht in jedem Punkte 
(£) von © zutreffen, so sei s x die untere Grenze der den Aus- 
nahmepunkten von © entspreehenden s-Werte, und sei (£) = (c) 
der zugehorige Punkt von ©. Dann gilt aber in der Nahe or des 
Punktes (c) eine Darstellung von der Form 

r c (z l7 . . .,*«) =0. 

Jetzt kann man einen Punkt (y) von a finden, welcher auf © 
liegt und wofiir s < s x ist. Sei 

F y {%1 9 • m *9 %1l) ^ 6 

die Darstellung von © in der Nahe von (y). Dann ist sowohl F c 
als auch G in (y) durch r y teilbar. Mithin ist G in (c) durch F c 
teilbar; vgl. Kap. 2, § 7, 4. Satz. Dies verstoBt aber gegen die 
Voraussetzung, da B es in jeder Umgebung von (c) Punkte (£) gibt, 
worm G durch F t nicht teilbar sei. 

Hiermit ist nun gezeigt, daB jede endliche Stelle des Gebil- 
des © eine Nullstelle der Funktion G(z l9 . . .,z n ) liefert; m. a. W., 
daB der ganze endliche Teil des Gebildes © auf dem Gebilde 
G = 0 liegt. 

Sollte letzteres Gebilde durch eine endliche Anzahl von Ge- 
bilden © nicht erschopft werden, so betrachten wir etwa die Z y- 
linderbereiche 

F m : | z 7c | S m, *«i 

wobei m die naturlichen Zahlen durchlauft. Bin beliebiger dieser 
Bereiche wird hochstens von einer endlichen Anzahl von Qebil- 
den © durchsetzt. Sonst wiirde ein gewisses z* eine Haufungs- 
stelle (z) = (z°) von Punkten (V) , enthalten, welche alle 

auf verschiedenen © lagen. Das ist aber unmoglich, denn durch 
die Umgebung einer willkurlichen Nullstelle von G gehen ja nur 
endliche viele © hindurch. 
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Wir wollen nun diejenigen Gebilde, welche Punkte mit E t ge- 
meinsam haben, mit 

• • •? 

bezeichnen. Sodann mogen die Gebilde, welche Punkte mit E 29 
aber keine Punkte mit E x gemeinsam haben, mit 

benannt werden; usw. Dabei konnen selbstverstandlich die einer 
bestimmten Zeile entsprechenden Gebilde fehlen. 

Definition. Sei G(z l9 . . . 9 z n ) eine ganze Funktion, welche 
Wurzeln hat, aber nicht identisch verschwindet. LaBt sich dann 
G in das Produkt zweier ganzen Funktionen spalten: 

G , Zn) = G x (z 1 , . . . , z n ) G 2 (z 2 , . . . , # n ) , 

die beide Wurzeln haben, so heifit G im GrojSen reduktibel , oder, 
falls keine Verwechslung mit der friiher definierten Reduktibilitat 
im Kleinen zu befurchten steht, schlechtweg reduktibel. 1 ) 

LaBt sich hingegen eine derartige ganze Funktion G nicht so 
zerlegen, so heiBt G im Grofien irreduktibel bzw. bloB irreduktibel . 

Eine ganze Funktion G(z l9 ...,z n ) heiBt durch eine zweite 
nicht identisch verschwindende ganze Funktion G x z n ) im 

GrojSen teilbar , falls 

G (z x , - . . , z n ) = Q (z x , . . . , z n ) G x (z x , . . . , z n ) 

ist, wobei Q z n ) eine ganze Funktion bedeutet. 

Wie man sieht, beziehen sich die Definitionen reduktibel und 
irreduktibel nicht auf alle, sondern nur auf solche ganzen Funk- 
tionen, welche Wurzeln haben, ohne identisch zu verschwinden. 
Dagegen ist jede ganze Funktion insbesondere teilbar durch eine 
ganze Funktion, welche keine Wurzeln hat, und die Null ist 
durch jede ganze Funktion auBer der Null teilbar. 

2. Satz. 2 ) Ist © ein beliebiges der im 1. Satze genannten ana - 
lytischen Gebilde , so gibt es eine im GrojSen irreduktible ganze Funk- 
tion F (%,... ,z n ), welche in alien endlichen Stellen von ®, sonst 
aber nirgends, verschwindet. 

1) Vgl. G-r on wall, Dissertation , Upsala 1898, S. 7. 

2) Gronwall a. a. O. Der Satz ist spater auch von Hahn ausgespro- 
chen und bewiesen worden, Monatshefte fur Mathematik und Physik 16 (1905), 
S. 29. 



268 I, 3- Singulare Stellen und analytisehe Fortsetzung. Rationale Funktionen 

Per Bowels wird vermoge des Cousinschen Satzes von § 25 
gefiihrt. Dabei kommt es zuerst darauf an, jedem Punkte 
(a) a n ) des endlichen Raumes eine Funktion u M (z 1 , . . z n ) 

zuzuordnen, welche sick dort analytisck verhalt, ferner in Punk- 
ten von ©, sonst aber nirgends verschwindet, und endlich der Ver- 
traglichkeitsbedingung ii), § 25, geniigt. Das geschieht wie folgt. 
1st (£) ein beliebiger Punkt von ©, so laBt sich © in der Nahe 
von (£) durch eine Gleickung 

r k (z 3 , . • ■ , Zn) — o 

darstellen, wo Jh irreduktibel in (£) ist. Insbesondere kann es 
aber vorkommen, da6 mehrere Zweige von © durch (£) hindurch- 
geken. Da es deren aber nur eine endliche Anzakl gibt, so nimmt 
hier die Darstellung die Form an: 

= 0 . 

k — l 

Fallt nun ( a ) mit (£) zusammen, so sei 

l 

U W = Z n ) bzW. = n r f ] (*!,...,*«)• 

Fur jeden anderen Punkt (a) sei 

* • •> %n) = 1 * 

Hiermit ist u^(z l9 . . z n ) i n jedem Punkte des Baumes de- 
finiert, und die also erhaltenen Funktionen genugen der Vertrag- 
lichkeitsbedingung ii). Naeh dem Cousinschen Satze gibt es also 
eine ganze Funktion F z n ), welche in den Punkten von & , 
sonst aber nirgends, verschwindet, und auBerdem in jedem Punkte 
(a) von © mit u {a) (z 1; . . z n ) Equivalent in bezug auf Division ist. 

Im ubrigen erkennt man, da£> die Funktion F (z x , . . . , z n ) irre- 
duktibel ist. 

B. Satz. Eine ganze Funktion G(z x , . . z n ), welche eine Wur - 
zel besitzt, ohne identisch zu verschwinden , laftt sich auf eine 3 und im 
wesentlichen nur auf eine Weise in ein endliches oder unendliches 
Produkt im Gr often irreduktibler Faktoren zerlegen. 

Kniipfen wir an die vorhin besprochene Anordnung der ana- 
lytischen Gebilde © 1? @ 2 , . . . an, deren Stellen die Wurzeln von 
G{z l3 . . z n ) ausmachen, und bezeichnen wir die nach dem 
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2. Satze dazu gehorigen Primfaktoren F z n ) bzw. mit 

G x (^l ? * * * ) s ^2 (^1 j • • *j j • • •• 

Sei (a) eine gewohnliche Stelle von © x , welche auf keinem 
anderen Gebilde © 7c liegt. Dann laBt sich G in der Nahe von (a) 
in der Form darstellen: 


G(Zi, • . 0 W ) F(z . . .j #n)b 

wo I 1 in (a) irrednktibel ist. Andererseits ist 

G 1 (^1 > • • *J ^ (% ) • • *j j • • •> ^n) ? (&i j • • • ? $n) 6 . 

DemgemaB ist G in (a) durch G\ teilbar, und nun beweist man 
nach den libliehen Methoden, daB diese Beziehung auch im GroBen 
gilt : 

G(zi, . . . , z n ) = Q(z lf . . . , z n ) G 1 (z 1 , . . . , z ^) lx , 

wo l x = 1 ist und Q eine ganze Funktion bedeutet, welche nicht 
durch G x teilbar ist. 

Ist noch ein zweites Gebilde © 2 vorhanden, so sei (6) eine 
Stelle desselben, welche nicht auf einem weiteren © 7c liegt. Ahn- 
lich wie vorhin schlieBt man nun, daB G zunachst im Kleinen in 
(b) durch G 2 (z ly . . . , z n )'* teilbar ist. Daraus folgt aber ferner, daB 
Q(z Xi . . z n ) auch im Kleinen, sodann aber noch im GroBen die- 
sen Faktor zulaBt. 

Durch Wiederholung dieser SchluBweise ergibt sich dann 
der Beweis des Satzes, falls nur endlich viele Gebilde ©*. vor- 
handen sind. Gibt es dagegen deren unendlich viele, so ordne man 
diese wie beim Beweise des 1. Satzes an, und bilde man die Funk- 
tionen: 

jpi=<£ •••<%>, 

n = . 


V 3 


■■ GV»+ 1 
+ 1 


Cff, 

Hz 
Hz 9 


Sollte insbesondere fiir einen gewissen Wert h des Index kein Ge- 
bilde © vorhanden sein, so sei p k = 1 . 

Es handelt sich nun darum, die p m mit Konvergenzfaktoren 
zu versehen, um daraus das in Aussicht gestellte unendliche Pro- 
dukt zu gewinnen. Dies geschieht, wie folgt. Im abgeschlossenen 
Bereiche H m - l9 verhalt sich -p m analytisch und verschwindet 

dort nicht. DemgemaB kann man 
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setzen, wobei der Exponent Q m sich in analytisch verhalt. 

Sei 

£ 1 + £ 2 + 

eine konvergente Reike positiver Zablen. Indem nun Q m nach 
dem Tayiorschen Lekrsatz entwickelt wird, laBt sick der Rest 
B m der Reihe 1 ) so bestimmen, daB in 


bleibt. Sei 


| ) • * * > &n) [ ^ £i m 

An = Pm + 


wo P m ein Polynom bedeutet. Setzt man nock 

2l=Pl> qm=Pm £ - Pm > 2 - m ’ 

so konvergierfc das unendlicke Produkt 

00 

n qm 

m—l 

in jedem Punkte des endlichen Raumes. 

1st femer T ein beliebiger endlicher Bereicb des Raumes der 
Yariabelen (z x , . . z n ) , so konvergiert das genannte Produkt 
gleichm&Big in T; Bd. I, S. 549. Mithin stellt es eine ganze Funk- 
tion 0(z 1 , . . z n ) vor. 

Des weiteren weist der Quotient Endlichen 

nur bebbare Singularitaten auf, und die entspreehende monogene 
analytische Funktion ist eine ganze, welehe keine Nullstellen mehr 
besitzt. DemgemaB kann man schreiben: 

G(z lt .. z n ) = e H 0{z 1 , .. .,z„), 

wobei H eine ganze Funktion bedeutet. 

Indem man nun die Konvergenzfaktoren, sowie den AuBen- 
faktor e H , auf die Funktionen G 1 ,G 2 ,... in erlaubter Weise ver- 
teilt, wobei dem Faktor G^ e?n Faktor e y “‘ zukommen moge, er- 
halt man scblieBliob die Darstellung 

G(z lt ...,z n )=fl{G m e y "‘} l '“- 

iu~ l 


1) Die dazu notige Anzahl von Gliedem hangt zwar von m ab, wird aber 

im allgemeinen nicht gleich w sein. 
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Man beweist aber auch obne Miihe, daB die Faktoren einer 
jeden anderen derartigen Darstellung bzw. mit den Faktoren des 
vorstehenden Produkts aquivalent sein miissen, und hiermit ist der 
Beweis des Satzes fertig. 

Es liegt nahe, die Umkehrung dieses Satzes zu vermuten. 

Hierzu werden wir uns im naehsten Paragraphen wenden. 

Erweiterung der vorhergehenden Satze. Die soeben 
entwickelten Satze kann man auf die Funktionen ausdehnen, 
welche sich in einem beliebigen einfach zusammenhangenden 

Zylinderbereiche (S l5 . . 8 n ) analytisch verhalten, gleichviel ob 
eine analytisehe Fortsetzung iiber diesen Bereich hinaus moglich 
ist Oder nicht. Da jeder Bereich S k auf den Einheitskreis seiner 
Ebene konform abgebildet werden kann, so geniigt es, wenn wir 
uns auf die Bereiche letzterer Art beschranken. 

Vor allem wird man die Definition der Irreduktibilitat im Be- 
reiche (S) in ersichtlicher Weise einfiihren. Verschwindet die vor- 
gelegte Funktion (?(%, . . z n ) in einem inneren Punkte (a) von 
(S), so wird es wiederum ein monogenes analytisehes Gebilde © 

geben, deren Stellen zum Teil Wurzeln von G liefem. Man kann 

aber hier nur behaupten, daB ein Stuck von welches durch (a) 
hindurehgeht und von da aus durch nur zu Punkten von ( 8 ) fiih- 
rende analytisehe Fortsetzungen zu bestimmen ist, Stellen liefert, 
die Wurzeln von G sind. Es ist wohl denkbar, daB auch andere 
Teile von G in (S) liegen, welche aber erst durch aufierhalb (S) zu 
fiihrende analytisehe Fortsetzungen zu erzielen sind. Die Stellen 
eines solchen Teiles von © brauchten dann keine Wurzeln von G 
zu liefern. 

Jetzt sieht man leicht, wie die drei vorstehenden Satze fur 
diesen Fall zu formulieren und zu beweisen sind. 

§ 27. Von den G-ebilden, welche dem Verschwinden einer ganzen 
Funktion entspreohen. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, daB die 
Wurzeln einer irreduktiblen ganzen Funktion die im Endlichen 
gelegenen Stellen eines monogenen analytischen Gebildes (n — 1)- 
ter Stufe im Raume der n . V eranderlichen (% , . . . , gerade aus- 
machen. Ein derartiges Gebilde © hat fernerhin die folgende 
Eigenschaft. Sei (a) ein endlicher Haufuhgspunkt von Stellen des 
Gebildes ©. Dann werden alle in der Nahe von (a) gelegenen 
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Stellen von © sich mit den Wurzeln einer endliohen Anzahl von 
Gleiehungen decken: 

Fifaf * • .,*«) = 0 , /as1 ’ 

wobei Fi im Pnnkte (a) irreduktibel ist. Dabei hat l in einer 
nicht-spezialisierten Stelle des Gebildes den Wert 1. 

Diese Eigenschaft ist geradezu charakteristisch fiir derartige 
Gebilde @, was dnrch folgenden Satz zum Ausdruck gebracht 
werden soil. 

1. Satz. 1 ) Sei © ein monogenes analytisches Gebilde (n — 1 )-ter 
Stufe im Baume der n V eranderlichen (z 19 .*. 9 z n ), welches die vor- 
bezeichnete Eigenschaft aufweist. Alsdann gibt es eine gauze irre- 
duktible Funktion G(z l9 . . . , z n ) 9 deren Wurzeln die endlichen Stellen 
von © gerade ausmachen . 

Der Beweis erfolgt sofort aus dem Theorem von § 25, indem 
man in jedem Punkte (a) von © 

i 

^(a) 1> • • •? %n) “jTZ F'jci? 1? * • ^n) ? 

7c = 1 

dagegen in jedem nicht zu © gehorigen Punkte (a) u {a) (z) = 1 
setzt. 2 ) 

Wir konnen jetzt den am Ausgange des § 26 in Aussicht ge- 
nommenen Satz aussprechen und beweisen. 

2. Satz. Seien ® l9 © 2 > * • • cine beliebige Folge analytischer Ge- 
bilde der am Eingange dieses Paragraphen bezeichneten Art, und 
sei jedem davon eine willkurliche Multiplizitat l l9 1 2 , . . . bzw. zuge- 
ordnet. Dann gibt es eine gauze Funktion G (z x , . . . , z n ) , welche in 
den Punkten dieser Gebilde , und zwar jedesmal mit der vorgeschrie - 
benen Multiplizitat, verschwindet und sonsi keine Wurzeln hat 

1) Hahn, Monatshefte 16 (1905), S. 29. Man vgl. aber aueh Gronwall, 
Dissertation , wo der Satz im wesentlichen schon zu finden ist. Im iibrigen 
sind verschiedene der Hahnschen Satze infolge der von Gronwall herriih- 
renden Berichtigung, § 25, Ende, enger zu fassen. 

2) Es konnte den Anschein haben, als wenn wir hier bloB einen Teil der 
Entwicklungen von § 26 wiederholt hatten. Was den Beweis anbetrifft, trifft 
dies in der Tat zu. Die V oraussetzungen sind aber hier allgemeinerer Art, 
denn in jenem Paragraphen entstand ja (25 aus dem Verschwinden einer bereits 
vorhandenen ganzen Funktion, wahrend hier © ganz unabhangig von der Exi- 
stenz einer solchen Funktion definiert wird. 



§ 28. Von der Darstellung meromorplier Funktionen als Quotienten 273 

1st G (z t , . . . , z n ) eine besondere demrtige Funktion, so ist die 
allgemeinste Funktion 

. . -,Z n ), 

wo H(z l9 . . z n ) eine game Funktion bedeutet. 


§28. Von der Darstellung meromorplier Funktionen als 

Quotienten. 


Wir wollen jetzt einen Satz kennen lernen, welcher zuerst 
von Poincar^ 1 ) fiir den ganzen endlichen Raum ausgesprochen 
nnd bewiesen wurde. Sein Beweis beruht indessen anf harmoni- 
schen Punktionen im mehrdimensionalen Raume, deren Theorie 
auch heute noch nicht sjstematisch ausgebildet ist. 


1. Satz. Sei (S) = (8 1 , . . . , S n ) ein beliebiger einfach zu- 
sammenhangender 2 ) Zylinderbereich, und sei F(z l9 . . z n ) eine Funk- 
tion, welche sich in demselben meromorph verhalt . Dann gibt es zwei 
in (S) analytische Funktionen G(z l9 . . ., z n ) und H(z 1} . . . 9 z n ) 9 der - 
art, dap 


F (z l9 . 



z n) 

Z 7l) 


ist, und zwar sind G und H in einer beliebigen gemeinsamen Null - 
stelle dieser Funktionen teilerfremd gegeneinander . 


Der Einfaehheit der Darstellung halber beschranken wir nns 
auf den Pall, daB (8) aus dem ganzen endlichen Raume besteht. 
Sei (a) ein singularer Punkt von F. Dann laBt sich F in der Nahe 
von (a), wie folgt, darstellen: 


Fizi, 


. Z^ — 


H'i 1 • • • H Jff 5 


wobei T i(z l9 . . z n ), H s (z l9 . . z n ) lauter verschiedene im Punkte 
(a) irreduktible Punktionen bedeuten. Ist aber (a) ein Pol von 
F, so wird der Zahler durch 1 ersetzt. 


1) Acta Mathematica 2 (1888), S. 97. 

2) Genauer gesagt soil jeder Bereich S k einfach zusammenhangen und 
in seiner erweiterten Ebene berandet sein; m. a. W. soil er im Sinne von Bd. I, 
S. 788 zur Klasse a) oder b) gehoren. 

Tm ubrigen darf einer der Bereiche S k ein mehrfach zusammenhangen- 
der Zylinderbereich sein. 

Osgood, Funktionentheo rie II, 1. 2. AtifL 


18 
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Wir ordnen nun jedem singularen Punkte (a) von F die 
Funktion y 

U(a)(,^l) * • *5 &n) 

zu. Dagegen soli in jedem anderen Punkte (a) des Eaumes 
u {a) (z 19 . * .,z n ) = 1 sein. Die also definierten Punktionen w (aJ (^) 
geniigen den Yoraussetzungen des Theorems von § 25, und darum 
gibt es eine ganze Funktion H(z l9 . . . 9 z n )> welche in jedem end- 
lichen Punkte (a) in bezug auf Division mit u {a) (z l9 . . .,£») Equi- 
valent ist. DemgemaB wird durch das Produkt 

H (z 1 , . . . , z n ) F (z 1 , . - • 5 £ w ) = G(z i , . . . , # n ) 

nach Erganzung in den hebbaren Singularity en eine ganze Funk- 
tion definiert, und zwar lassen G und H in keinem gemeinsamen 
Nullpunkte einen gemeinsamen Teiler zu. Hiermit ist der Beweis 
erbracht. 

Der Satz gilt aber im allgemeinen nicht fiir den Fall, daB (8) 
mehrfach zusammenhangt ; vgl. § 25, Ende. 

Dem soeben bewiesenen Satz entspricht ein Existenztheorem, 
■welches dem Satze von § 24 analog ist. 

2. Satz. 1 ) Jedem Punkte (a) eines einfach zusammenhangen - 
den Zylinderbereiehes (S) = (S l9 . . S n ) werde eine Funktion 
<p ia) (z l9 . . .,$») einer Umgebung T (a) zugeordnet, derart, dap 

sick cp (a) {z x , . . 2 n ) m T (a) meromorph verhalt und nicht identisch 

verschwindet. Ist femer (a') ein Punkt von T^ y so soli 
9 ••’*«) in ^ mit equivalent in bezug auf 

Division sein . Alsdann gibt es eine Funktion F (z l9 . . *,z n ), welche 
sich in (S) meromorph verhalt und in jedem Punkte (a) von (S) mit 
der zugehorigen Funktion cp z n ) equivalent in bezug auf 
Division ist. 

Der Beweis wird mit denselben Hilfsmitteln wie beim vor- 
hergehenden Satze geliefert, indem man die Existenz zweier in 
(S) analytisehen Funktionen nachweist, deren Quotient 

G (%i , , zj) 

P (z-y , i zj) 

in jedem Punkte (a) von (S) mit (p {a] (z) Equivalent in bezug auf 
Division ist. 

1) Cousin, a. a. O., S. 56, wobei indessen die Forderung des einfachen 
Zusammenhanges noch hinzugefugt werden muB. 
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§ 29. Rationale Funktionen. Der WeierstraBsche Satz. 

Es ist bekannt, welch wesentliche Eolle die Satze betreffend 
rationale Funktionen einer Veranderlichen in der Analysis spielen. 
Insbesondere nimmt der Satz, daB eine Funktion f(z), welche in 
der erweiterten Ebene nur auBerwesentliche singulare Stellen auf- 
weist, rational sein muB, eine Hauptstellung ein.; ygl. Bd. I, S. 347. 
WeierstraB 1 ) hat denselben Satz fiir eine Funktion mehrerer 
Veranderlichen, im Eaume der Analysis betrachtet, ausgesprochen, 
und Hurwitz 2 ) hat ihn bewiesen. 

Satz. Verhdlt sick eine Funktion F(z 1} ...,z n ) in jedem 
Punkte des Raumes der Analysis meromor'ph , so ist F eine ratio- 
nale Funktion . 

Dieser Satz gestattet Verallgemeinerungen nach zwei ver- 
schiedenen Richtungen hin. Einerseits braucht man das mero- 
morphe Verhalten nicht fiir den ganzen Raum der Analysis, son- 
dern nur fiir geeignet gewahlte Mannigfaltigkeiten niederer Dimen- 
sion vorauszusetzen. Andererseits gilt er fiir andere durch einen 
unendlich fernen Bereich geschlossene Raume, wie z. B. fiir den 
projektiven Raum — ja, er gilt sogar fiir jeden Raum, der nach 
dieser Art geschlossen wird, § 32. 

Der voile Inhalt der Hurwitzschen SchluBweise, welche wir 
jetzt mitteilen wollen, findet im WeierstraBschen Satze noch 
keinen erschopfenden Ausdruck. Vielmehr kann man mit den- 
selben Hilfsmitteln einen allgemeineren Satz begriinden, welchen 
wir nun an die Spitze stellen wollen. 

Sei 21 dasjenige Gebilde des analytischen Raumes von n kom- 
plexen Veranderlichen, dessen Punkte mindestens einer der folgen- 
den n Zeilen angehoren: 


feu ^2, • • 

* j %n) ) 

l*i ! 

g °°> 

i ~ 2, 3, 

. . n ; 

fel, f> 2 , Z S , . . 

• y %n) ) 

| ISi 

^ °° ? 

i = 1, 3, 

— , n ; 

. feu *2, • • 

•9 ^n)j 

\Zi\ 

OO, 

i = 1,2,3, . ... 

,n — 1. 


Dabei ist (& 3 , b 2 , . . ., 6 W ) irgendein fester Punkt des genannten 
Raumes. 


1) Journ . fur Math. 86 (1880), S. 5 = Werke 2, S. 129. 

2) Ibid. 95 (1888), S. 201. 
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Der erweiterte S&tz. In jedem Punkte von 21 soil sich die 
Function F(z 1 , z„) meromorph verhalten. Dann ist F eine 

rationale Funktion von z 1; z 2 , . . . , z n . 

Da 2t in jenem Eaume abgeschlossen ist, so erkennt man zu- 
nachst, dafi es einen 2C nmfassenden 2n-fach ausgedehnten Bereich 
$ dieses Raumes gibt, in welchem F das nainliche Verhalten auf- 
weist, und war lafit sich Z als der Inbegriff der Punkte 
(z lt . . .,z„) definieren, deren Koordinaten den in mindestens 
einer der folgenden 2eilen enthaltenen Eelationen genugen . 


I z i~ I < h, \ z i\= 00 > 

I — bi I < h, | Hi | ^ °o, 

. | z n b n | < h , | [ la oo , 


wobei h eine geeignete positive Konstante bedeutet und iibrigens, 
falls bj. = oo ist, z Jc — b k durch — - zu ersetzen ist. 

Hieraus erkennt man, daJB der Punkt (b) notigenfalls noch 
durch einen Punkt (&') ersetzt werden kann, in welchem sich 
F(z 19 ... f z n ) analytisch verhalt. Im iibrigen moge der also abge- 
anderte Punkt (i b) yermoge einer linearen Transformation 


Z, 


z k d~ fa 

' k y* 2* + fa 5 


a Jc fa 

7k fa 


+ 0 , 


* = 1 , 2 ,...,* 


in den Anfang (0) verlegt werden. Yon jetzt ab bestehe also 21 
aus den Punkten der Koordinatenhyperebenen z k —Q: 


21 * ((%? • • Z k-\ 1 9 •• •* &n) } 9 i 2i I ^ 00 5 

i = l, . Jfc-l, Jc + 1, a; * = 1, 2, n, 

und dementsprechend wird % von den Punkten einer bestimm- 
ten Umgebung derselben gebildet: 

%: | z k | < h, ] #* | <1 oo, i=^=h; *=i, 2 , 

Dabei moge h noch so gewahlt werden, daB F im Bereiche 
| z f | < h , analytisch ist. 

Der Beweis wird yermoge der Methode der vollstandigen 
Induktion gefiihrt. Die nachstehende SchluBweise leistet aber 
zweierlei : a) Setzt man n = 2, so liefert dieselbe den vollkomme- 
nen Beweis des erweiterten Satzes fur diesen Pall, b) Nimmt man 
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an, der erweiterte Satz gelte fur n = 2, 3, . . n — 1 , so ergibt 
sie den Beweis, daB er auch fur n —n besteht. Im iibrigen ist 
die nachstehende Untersuchung nur dann no tig, wenn F(z l9 . . z n ) 
von alien n Argumenten wirklich abhangt, und diese Voraus- 
setzung wollen wir denn noch hinzufiigen. 

Hilfssatz. Nimmt man b k der Bedingung | b k | < h gemafi 
willkurlich an, so ist F(z l9 . . • ,z k _ 1 , b 7c , z k+l9 . . ., z n ) eine ratio- 
nale Funhtion von z l9 . . z h „ 19 z k+1 , . . z n . 

Es geniigt offenbar, den Beweis fiir den Ball zu fiihren, 
daB k = n ist. Sei (a l9 . . eine beliebige Stelle des ab- 

gescblossenen (z l9 . . ^..^-Raumes. Dann liegt der Punkt A: 
(a l9 . . a n _ l9 b n ) nach Yoraussetzung im Bereiche %, und daher 
laBt F in der Nahe dieses Pnnktes die Darstellung zu: 




• > g n) 

* > Z 7l) 


wo G, H sich beide dort analytiseh verhalten. Hieraus folgt 
weiter : 


a) 


F(z lt . 


Co + C x ( z n — b n ) A- * 
Cq + C[ ( z n — b n ) + • 


wobei C k9 C' k im Punkte a ri _ x ) analytische Punktionen 

von z n _j) sind und C 0 , C' 0 nicht beide identisch ver- 

schwinden. 

Icb behaupte nun: die Punktion C' 0 verscbwindet nicht identisch. 
Im anderen Palle wiirden namlich zunachst alle in einer bestimmten 
Umgebung des Punkt es A gelegenen Stellen der Mannigfaltigkeit 
z n = b n zu den singularen Punkten der Punktion F z n ) 
gehoren. Sei r die Menge der Punkte dieser Mannigfaltigkeit, 
welche dieselbe Eigenschaft wie A besitzen. Dann besteht x aus 
einem oder mehreren Kontinuen, kann aber die ganze Mannig- 
faltigkeit z n = b n nicht ausfiillen, da F ja im Punkte (0, . . ., 0 ,b n ) 
nach Yoraussetzung analytiseh ist. Sei A ': (a[ 9 . . a' n _ 13 b n ) ein 
(endlicher oder unendlicher) Randpunkt von r und man setze die 
Darstellung (1) fur den Punkt A' an. Bezeichnet man mit C' 0 das 
erste Glied des neuen Nenners, so fiihrt sowohl die Annahme 
Cq = 0 als auch diejenige: C[ t =j= 0 direkt zu einem Widerspruch. 
Im ersten Palle muBte namlich die voile Umgebung der Stelle 
(a', . . ., a' n _^) zu singularen Stellen z n „ l9 b n ) der Punk- 
tion F z n ) fiihren, und das vertragt sich eben nicht mit 



278 1,3. Singulare Stellen und analytische Fortsetzung. Rationale Funktionen 

der Annahme, daB A 7 ein Randpunkt von r sei. Im zweiten Fall© 
ergeben sich dagegen in der Nahe von A f Stellen (z [, . . sf n _ x , b n ) 
von r derart, daB O' ( 2 '. . . ^_ a ) 4= 0 ist, und dort ware F ana- 
lytisch. 

Indem man nun in (1) z n = b n setzt, erkennt man, daB die 
Funktion F(z l9 . . . 9 z n ^ lf b n ) in der Nahe der willkurlichen Stelle 
durch den Quotienten zweier dort analytischen 
C 

Funktionen (C' 0 =j= 0) dargestellt wird. Allein der Weier- 

o 0 

straBsche Satz gilt nach Voraussetzung fur Funktionen von 
n — 1 Argumenten, und hiermit ist der Beweis des Hilfssatzes ge- 
liefert. 

Zum Beweise des Hauptsatzes wollen wir nun zwei Darstel- 
lungen fur die Funktion F(z L} . * z n ~ X9 b n ) in einem beschrank- 
ten Bereiche miteinander vergleicken. Sei b n ein Punkt des Krei- 
ses \z n \ <h' <h. Dann ist 


( 2 ) 


F(z lf * • K) = 


F 0 + B x z t -( B r z\ 

Bq + «! + ••• + B f r z r x ’ 


wobei B i} B' Polynome in (z 2 , . . ,, z n -i) sind und B r , B' r nicht 
beide identisch verschwinden. Pa die Punkte des genannten 
Kreises nicht abzahlbar sind, so muB es ja miendlich viele Punkte 
b n desselben geben, wozu derselbe Wert von r gehort. Sei b' A eine 
Haufungsstelle solcher Punkte. Dann ist | b' n | h'. Wir be- 
sehranken uns nun in der Folge auf solehe Werte von b n . Dabei 
hat r einen konstanten Wert, und die Punkte b n haufen sich 
in V n . 

Andererseits werde die Funktion F in folgende im Bereiche 
\z t \ < h , <=i konvergierende Reihe entwickelt: 


(3) F(z l9 . . z n ) — A 0 + A x z x + A z z\ + • - •. 

Dabei ist A k eine im Bereiche \Zi\<h, analytische 

Funktion von z 2 , . . z n . Setzen wir noch A k (z%,... 9 z n -i> b n ) 
~A k , so kommt: 

(4) F 2 n „ lf b^ = A 0 + A x z x + A % z\ + • • *• 


Aus (2) und (4) ergibt sich, daB 

(A 0 + A x z x + A 2 z\ + - • *) (. B ' 0 + B 1 z x + • * * + B r r z[) 

= B q + B x z x + • • * + B r z 7 x * 
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Daraus geht nun hervor, daB alle Determinanten (r + 1) - ter 
Ordnung aus der Matrix 

A 1 A 2 . . * A r+1 
A 2 A 3 ... A r + 2 

verschwinden 1 ), wobei % der Bedingnng gemaB: | | < 7i, * = 2 1 , 
nnd 2> n ans der bewnBten Menge willkiirlich gewahlt werden. Mit- 
hin verschwinden auch die entsprechenden Determinanten aus 
der Matrix (Kap. 1, § 14, 6 . Satz): 


A 

A 2 • * 

A r +i 

A 

A z . . . 

> A r _ f . 2 


Der Rang dieser Matrix (in bezug auf identisches Verschwinden) 
ist aber mindestens gleich 1, da F sonst von weniger als n Argu- 
ment en abhangen wurde. 

Hieraus schlieBt man weiter auf die Existenz von r + 1 im 
Bereiehe | g i | < h, 2 , analytischen, nicht samtlich ver- 
schwindenden Funktionen 

* • • ? &n) 9 * = 

welche den Gleichungen geniigen: 

fr A 1 + Zr- iA 2 + *•* + /o^r + l = 

f r A 2 + f r ~iA 3 + ••• -\r fo A r +2 = 0, 


Bildet man nun das Produkt 


(5) F(z l9 - - 2 n ) {/o + fl z l + * * • + fr z i) 

= {M 0 + A 1 z 1 + • • • } {/o + /l% + + f r 2 1 } 


= 9^0 + 9 ^ 1 % + — 9 


so erkennt man, daB letztere Reihe mit dem Gliede r-ten Grades 
schon abbricht, und darum ist 


( 6 ) 


F{z ly 


„ \ _ + \-<P tZi 

’ n) ~ f 9 +fi*i + -"+fr* 9 


wobei auch jede Funktion (pjc(z 2f . . .,z n ) sich im Bereiehe 
| Zi | < h, /=s analytisch verhalt. 


1) Die Kenntnis der Theorie der linearen Abhangigkeit wird hier, wie 
auch an so manchen anderen Stellen dieses Werkes, vorausgesetzt. Vgl. 
B6cher, Algebra, Kap. 3, 4. 
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Nunmehr sind alle Hilfsmittel vorhanden, 11 m die endgiiltigen 
Schliisse zu ziehen. In der Pormel (6) erteilen wir der Yariabelen 
z x 2r + 1 getrennte Werte c x , . . c 2r+1 , wobei stets \c i \<h. 
Nach dem Hilfssatze wird dann J?(c t> ««»•••» *0 jedesmal eine 
rationale Punktion von z 2 , . . . , z n . Setzen wir 


CO 


P (pi > > • ■ * > %7i) 


(*i (& 1 1 • • 


3n) 


i = 1, 2r+l, 


wobei Gt.Tt teilerfremde Polynome sind. Dann ergibt (6), indem 
wir unter F die Punktion F{z 1 ,...,z„) verstehen, folgende 
2r + 2 homogene lineare Gleichungen als notwendige Bedingungen 
fur f 0 , . . f r , <Po> • • •» <Pr- 

P/o+ P^l/lH + Fz lfr- To- % <Pi 4<Pr = 0, 

GJo + Ci/i + • • • + Grffr - r it p 0 - ACl9»l = 0, 

G 2 f 0 + + — i- G % c;f r — r 2 <p 0 - r 2 c 2 cp x r A<pr = o. 


Gir+lfo + Gzr+l c 2 r+lil + * - * + ®2r+l c 2r+l/r F 2r + i<Po 

— r 2r +iC 2r+ i<Pi • • • Psr+l^r+l^r = ® • 

Da diese Gleichungen bekanntlich eine von der identischen 
verschiedene Losung zulassen, so muB ihre Determinante ver- 
schwinden. Letztere werde nach den. Elementen der ersten Zeile 
entwickelt. So kommt eine lineare Gleichung far F zustande, 
deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von 
sind, und hiermit ist denn das Resultat erreicht, in welchem das 
ganze Raisonnement gipfelt, sofern nidht etwa der Koeffizient 
yon F dabei identisch yerschwindet. 

Letzteres kann nur dann eintreten, wenn der Rang 1 ) q der 
aus den letzten 2r + 1 Zeilen der Determinante bestehenden 
Matrix < 2r + 1 ist. Andererseits ist q mindestens gleich r + 1, 
da die Vandermondesche Determinante 


1 

C 1 °1 

■ ■■4 

1 

C 2 #2 

... cl 

1 

c, +1 4+i 

• • • 4+i 


1) d. h. der Bang in bezug auf identisches Verschwinden der dabei be- 
teiligten Determinant en. 
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sicherlich nicht verschwindet und auBerdem kein F t identisch ver 
schwindet. 

Sollte nun o < 2r + 1 sein, so betrachten wir die Matrix 


G 

z x G . . 

. z[G 

r 

Zl r . 

-• z \ r 

Gi 

«!<?! . . 

. c[G t 

A 

C 1 F 1 * 

• • <A 


c q G q ■ ■ 

• 

r. 


..c r F 

9 q 


wobei die Matrix der letzten q Zeilen vom Eange q sei und z x 
einen beliebigen Punkt des Kreises | z x | < h bedeutet. Im iibri- 
gen ist fur diesen besonderen Wert von z x 


F(*i, 


\ U 

• • } &n) — 7 


G(*t, 


F(z z , 


z n) 

«n) 


gesetzt worden. Nach Yoraussetzung verschwindet jede (q + 1)- 
reihige Determinante aus der vorstehenden Matrix. Insbesondere 
wird also 


z\G . 

. . z\ k G 

4 r . . 

. 4‘r 


c\G x . , 

■ ■ o\ k G x 

<'A-- 

• A 

= 0, 

c*‘G . . 

(j y 

. . c tk G 

V Q 

c h r . . 

Q Q 

. . c ii r 

s <? 



wobei die Matrix der letzten q Zeilen vom Eange q ist und auBer- 
dem die i y unter sich, sowie die j x unter sich, voneinander ge- 
trennt sind. Dividiert man beiderseits durch F, so geht die 
erste Zeile in folgende uber: 

z\F ...z[ k F 4...^. 

Die also abgeanderte Determinante werde nun nach den 
Elementen der ersten Zeile entwickelt. Dadurch ergibt sich eine 
Gleichung von der Form 

AF + B = 0, 


A — * A 0 + + * • * + A r z r 1} 

B = B 0 + B x z x + • * • + B r z[, 


wobei unter den A t , B 0 - samtliche Unterdeterminanten jener Ele- 
mente vorkommen. Mithin verschwinden A, B sicher nicht iden- 
tisch, und der Beweis ist geliefert. 

Im iibrigen laBt der erweiterte Satz auch folgende Formulie- 
rung zu. 
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Verhalt sich eine Funktion F(z 1} ,z n ) meromorph, entweder 

a) in jedem Punhte des Raumes der Funktionentheorie , welcher 
in einer der n Koordinaterihyperebenen 

%Ic " 0 ? fc = 1 , . . . , ft, 

liegt; oder 

b) in jedem Punkte des unendlich fernen Bereiches der Funk - 
tionentheorie , 

so ist F(z 1> ... f z n ) eine rationale Funktion alter n-Variabelen 
Z} } . . * , z n . 

Aufgabe. Man zeige, daB eine Funktion, welche im Eanme 
der Analysis nur Pole besitzt, eine rationale Funktion eines ein~ 
zigen Arguments ist. 


§ 80, Fortsetzung. Verallgemeinerungen erster Art, 

Im Anschlusse an das Hurwitzsche Beweisverfahren, § 29, 
ergibt sich eine Reihe von Erweiterungen des WeierstraBschen 
Satzes. 

1. Satz. Sei F(z l9 . , z n ) eine im Anfange analytische Funk - 
tion, welche fur jeden Punkt (a 2 ,...,a n ) einer bestimmten Um- 
gebung T der Stelle (z 2 , . . z n ) = (0, . . 0) eine rationale Funk- 
tion des ersten Arguments ist: 


F(z-i, a 2 , . . . , a n ) — R (.%) . 


Alsdann ist 


F{z 1} 


ffo ~h • 


* + 

> + /r*I 


/o + /i% + ‘ 

wo <Pi(z 2 , . . z n ) und fi(z 2 , , . z n ) analytisch im Anfange sind 
und f Q dort nicht verschwindet. 


Den Beweis fuhrt man vermoge des Gedankenganges, wodurch 
Formel (6), § 29, begrundet wurde. Nach Yoraussetzung ist 


(1) 


F(z 1> a 2) . . ., a n ) 


Bp 4~ B 1 z 1 -p * • • B r z\ 
B 0 + B t z x + * * * + B r z r l 3 


wobei B r 0 4 s 0 und r ^ 0 ist. Sei h so gewahlt, daB F sich im Be- 
reiche 

| % | < h, *=i 

analytisch verhalt und ubrigens der Bereich 


T x : 


\H \<h, 




, n, 
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§ 30. Fortsetzung. Verallgemeinerungen erster Art 
in T liegt. Indem wir (a) im Bereiche 
T[: | z k | ^ h' < h, * = 

beliebig annehmen nnd die Gleicbung (1) dafiir bilden, verstehen 
wir unter M die Menge solcher Punkte (a), wofiir r g q ist. 1 ) Da 
nun 

lim M = T; 

§1 = 00 ^ 

ist, so mufi es nacb dem Hilfssatze von § 18 scblieBlich einen 
Wert q = £>' geben, wofiir die Punkte von M 0 , in einem in T[ 
enthaltenen 2^-dimensionalen Kontinuum iiberall dicht sind. 

Yon hier ab verlauft der Beweis gerade so, wie in § 29. 
Einerseits schreiben wir namlich die Form el (1) fur einen willkur- 
lichen Punkt (a) der Menge M , hin, wobei aber jetzt r = q' ge- 
setzt werde, gleichviel ob B ri B' r beide verschwinden. Anderer- 
seits setzt man die Entwicklung an: 

F(z 19 z z , . . z n ) = A 0 + A t z x + A % z\ H , 

und versteht unter A k den Wert von A k im genannten Punkte 
(«)•• 

F(z 1> a 2 , . . a„) = A 0 + A x z x + A 2 zf 4 . 

Indem man linkerseits die Funktion F durch ihren Wert aus (1) 
ersetzt, schlieBt man zunachst, daB alle Determinanten (r + l)-ter 
Ordnung aus der Matrix 


A 

A 2 • 

• A r+ 1 

A 

A$ • . 

. . 2 


verschwinden miissen. Mithin verschwinden auch die entsprechen- 
den Determinanten, wenn A k durch A k ersetzt wird, woraus sich 
dann der Beweis des Satzes ergibt. 

2. Satz. 2 ) Ist F(z l9 . . ., z n ) im Bereiche | z k | < h, 
analytisch und ist F(a l9 . . ., a k __ ly z ky a k+l9 . . ., a n ) 9 | a t | < h y eine 
rationale Funktion von z k allein, so ist F(z 19 ... 9 z n ) eine 

rationale Funktion von z 19 . . z n . 

1) Der Bestimmtheit halber kann man ja noch verlangen, daJB B fy B' r 
nicht beide verschwinden sollen. Doch ist diese Annahme zum nachsten 
Schlusse nicht notig und darf durch irgendeine andere ersetzt werden, wo- 
durch nur dem Punkte (a) ein brauchbarer Wert von r zugewiesen wird. 

2) Madison Colloquium , S. 143, 145. 
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Yor allem ergibt sich die Darstellung (6), § 29, aus dem vor- 
stehenden 1. Satze. Im Fade n = 2 gelangt man von hier aus 
direkt zum Beweise, indem man die am Ende jenes Paragraphen 
beniitzte SchluBweise anwendet. 

Wir nehmen nun an, der Satz sei riehtig fiir 2,...,n— 1 
Argumente und beweisen ihn dann fur n Argumente. Erteilt man 
der Variabelen z , 2r -f- 1 getrennte Werte c x , . . ., c 2r+1 , | c t | < h, 
so wird F(Ci, z 2 , . . z n ) eine Funktion von n — 1 Argumenten 
sein, welche den Bedingungen des vorliegenden Satzes geniigt 
und daher nach Voraussetzung diesem Satze gehorcht. 

Hiermit hat sich nun ergeben, daB F(Ci,z 2 , . . .,z n ) eine ratio- 
nale Funktion von z 2 ,...,z n ist, und die alte SchluBweise von 
§ 29 setzt jetzt wieder ein. 

3. Satz. Verhalt sich eine Funktion F (%,..., z n ) in jedem 
Punkte der Koordinatenachsen unter Zugrundelegung des Baumes 
der Funktionentheorie meromor'ph, so ist F eine rationale Funktion 
der n Variabelen g lt . . ., z„. 

Sei die Menge der zu den Koordinatenachsen gehorigen 
Punkte, 

(z lt 0, . . ., 0), Kl^oo; 

(0,s 2 , ...,0), |s 2 |^oo; 

(0, 0, . . • , Zn) , j Z n ] ^ OO. 

Da Wl abgeschlossen ist, so kann man die Menge in einem 
2 w - dimensionalen Bereiche % einbetten, worm sich F meromorph 
verhalt. Insbesondere darf £, wie folgt, gewahlt werden; die 
Punkte von $ sind alle diejenigen, deren Koordinaten mindestens 


einer der nachstehenden 

Belationen geniigen. 


I* 

| =5 °°J 

|«ft| < h, 

2,3,..., ■ 

X: 

| 

Kl < h, 

£=1,3,...,! 

| %n 

1 

\zA<h, 

&= 1, 2, . . n 


Im iibrigen kann man unbeschadet der Allgemeinheit voraus- 
setzen, daB F sich im Anfange analytisch verhalt, und h dann 
noeh so besehranken, daB F sich im Bereiche 

I % I < h, 



analytisch verhalt. 


k = 1 , . . . , n, 
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§ 80. Fortsetzung. V erallgemeinerungen erster Art 

Behufs des Beweises zeigen wir im AnschluB an das in § 29 
verwendete Verfahren, daB die vorgelegte Funktion F(z l9 . . . 9 z n ) 
den Bedingungen des 2. Satzes geniigt. Sei b x eine beliebige Zahl, 
und sei \a h \<h } * = 2 ,. Dann verhalt sich F nach Voraus- 
setznng meromorph im Punkte A: (b l9 a 2 , . . ., a n ), und darum ist 


(2) 


F (z x , 



z n) 


*n) ’ 


wobei G und H sich beide im Punkte A analytisch verhalten und 
auBerdem, falls beide dort verschwinden, relativ teilerfremd sind. 
Daraus ergibt sich, dafi 

/ q \ p _ Co + ^i(z 2 — a 2 ) .^ 9 z n — a n ) 

^ ' C ' 0 + %(z z — a 2 > ... f z n ~~a n ) 9 


wobei konyergente Potenzreihen bedeuten, deren Koeffi- 

zienten, sowie C 0 , C' 0 , in einer festen Umgebung des Punktes 
z x = b x analytisch von z x abhangen und welche beide im Punkte 
(a) verschwinden. 

Jetzt behaupte ich: die Pnnktion C' 0 kann nicht identisch 
verschwinden. Gesetzt, dem ware nicht so, also C' 0 = 0 . Dann 
miiBte zunachst jeder Punkt (z Xi a 2 , . . ., a n ) 9 wobei z x ein Punkt 
eines Kreises r mit dem Mittelpunkte b x ist, eine singulare Stelle 
von F sein. Nun lasse man v wachsen. Dieser Kreis kann nie den 
Punkt z x = 0 im Innern enthalten, denn im Punkte (0, a 2 , . . ., a n ) 
ist ja F analytisch. DemgemaB muB es einen groBten Kreis £ 
geben. Sei b x ein Bandpunkt desselben, und man setze die ent- 
sprechende Gleichung (8) fiir den Punkt (b l9 a 2 , . . ., a n ) an. Dann 
muB auch C' 0 identisch verschwinden. Da aber b x ein beliebiger 
Punkt des Kreisrandes war, so vertragt sich dieses Ergebnis 
nicht damit, daB £ der groBte Kreis war. 

Hiermit ist nun dargetan, daB C' 0 =£ 0 ist. Setzt man also 
H = a k> *= 2 , in (3), so ergibt sich, daB F(z l9 a 2 , . . ., a n ) sich 
im Punkte z x — b x meromorph verhalt. Dieser Punkt ist aber be- 
liebig und darf sogar der Punkt z x = 00 sein. Mithin ist 
F(z l9 a 2 , . . ., a n ) eine rationale Funktion von z l9 und hiermit ha- 
ben wir AnschluB an den 2. Satz erreicht. 

Bei der Pormulierung des Satzes diirfen offenbar an Stelle 
von Wl n beliebige Geraden treten, welche nur bzw. den n Koor- 
dinatenachsen parallel verlaufen. Auch diirfen einige oder sogar 
alle dieser Geraden durch Mannigfaltigkeiten ersetzt werden, 
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welehe im Unendlichen liegen. Im besonderen kann man den 
folgenden Satz aussprechen. 

And ere Formulierung. Verhalt sich eine Funktion 
F{z l9 . . z n ) meromorph in jedem Punkte desjenigen Teiles des un - 
endlich femen Bereichs des Baumes der Funktionentheorie, welcher 
n — i Nordpolen nebst einem willkurlichen Punkte z h der k-ten 
Kugel, * = entspricht , so ist F eine rationale Funktion aller n 

Variabelen 

Der 2. Satz lafit noch eine Erweiterung zu, indem die erste 
Hypothese sich als eine Folge der zweiten erweist. Dieser Satz 
wird nun, wie folgt, formuliert. 

4. Satz. 1 ) Ist eine Funktion F(z 19 . . 2 n ) so beschaffen , daft 

F(a 19 . * . a a % „ 19 z h , a, k + l9 . . .,a n ), *«i , eine rationale Funktion 
von z h allein ist , wobei a n ) einen beliebigen Punkt der Um~ 

gebung | | < q, * = i,..., », des Anfangs bedeutet, so ist F(z x , . . .,£») 

eine rationale Funktion von z l9 . . z n . 

Das Beweisverfahren wird schon klar, wenn wir uns auf den 
Fall n = 2 beschranken. Dabei werde noch z x = z, z 2 = w? ge- 
setzt. 

Nach Voraussetzung ist F(a, w), | a | < q, eine rationale Funk- 
tion von w allein. Sei r a die kleinste Entfernung eines im End- 
lichen gelegenen, von w = 0 verschiedenen Poles dieser Funktion 
vom Anfange w — 0, falls ein solcher Pol vorhanden ist ; sonst 
sei r a = 2q. 

Jedem Punkte des Kreises \ z \ < q ordnen wir nun zwei na- 
turliche Zahlen, i und j, wie folgt, zu. Ist erstens r z > q', wo q' 
positiv und kleiner als q gewahlt ist, so wird dem Punkte z die 
Zahl i = 1 zugewiesen. Sonst wird i durch die Belation 


il 

i 


< T % 




1 


bestimmt. 

Zweitens wird die Funktion F(a,w) im abgeschlossenen 
Kreisringe 


K: 


_Q'__ 
i + 1 


<\w \ ^ 


el 

i 


1) Die hiermit erhaltene Verallgemeinerung des 2. Satzes nebst Beweis 
verdanke ich einer briefHehen Mifcteilung von E. E. Levi unter dem Datum 
vom 15. Juli 1913; vgl. aueh das Madison Colloquium , S. 145. 
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§ 30. Fortsetzung. Verall gemeinenmgen erster Art 

betrachtet, wobei i zum Punkte a gehort. Der absolute Betrag 
derselben hat dort ein Maximum ill. Und nun wird j so be- 
stimmt, daB 

j—1 ^ ill <j 

ist. Mit andern Worten soli in jedem Punkte von K 

\F(a,w) | < j, 


in mindestens einem Punkte von K dagegen 

j — l£ \F(a,w ) J 

sein. Die hiermit erhaltenen Zahlenpaare (i 9 j) bilden eine ab- 
zahlbare 1 ) Menge, deren Elemente wir den natiirlichen Zahlen auf 
irgend eine bestimmte Art, etwa nach dem Schema von Bd. I, 
S. 201 zuordnen wollen: 


Sei P m die Menge der Punkte z, wofiir n ^ m ist. Dann ist 
P m sicher in P m+1 enthalten. Aus dem Hilfssatze von § 18 
sehlieBen wir nun, daB es eine natiirliche Zahl jlc geben muB, der- 
art, daB die Menge P in einem zwei-dimensionalen Teile jenes 
Kreises uberall dicht ist. 

Wir wollen die Menge der Punkte z, welche zum Paare (i,j) 
gehoren, mit bezeichnen. Da nun P aus einer endlichen An- 

zahl von Mengen Q i§ besteht, muB es ja auch eine dieser Mengen, 
Q t 'j' 9 geben, welche in einem zwei-dimensionalen Teile T der z- 
Ebene uberall dicht ist. 

Jetzt werde die Eunktion F(z,w) im Bereiche betrachtet, 
wofiir w im Kreisringe 


K r : 


i'+l ” 


£ 

i ' 


und z in T liegt. Dann ist 

\F(z,w)\gj\ 


Denn F(z,w r ), wo w' einen beliebigen Punkt des zu %' gehorigen 
Bereiches K' bedeutet, ist eine rationale Eunktion von z , welche 
auBerdem in den Punkten von Q rf dem absoluten Betrage nach 
nicht groBer als j' wird. 


1) Insbesondere kann sich dies© Menge auf eine endliche reduzieren. 
Die hierdurch hervorgerufene Yereinfachung des Be weises liegt dann auf der 
Hand. 
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Hiermit sind die Bedingungen des Satzes von § 17 erfullt, 
woraus sich denn ergibt, daB F(z,w) sich im Zylinderbereiche 
(T, K') analytiseh verhalt. Aber jetzt sind die Bedingungen des 
vorstehenden 2. Satzes scbon erfullt, und hiermit ist nun der Re- 
weis geliefert. 

Im Falle n>2 ist, werde n—1 =m gesetzt. Dann 

wird die Funktion F(z l9 . . - 9 z m9 w) im Punkte (z) = (a) betrach- 
tet, wo | a* ) <Q , ist, und r a wird nun geradeso definiert, 

wie vorhin. Alsdann gilt auch fur j die friihere Definition, und die 
SchluBweise gestaltet sich gerade so, wie vorhin. 

Zusatz. Ist die Funktion F so beschctffen, dafi 

F(a 19 . . a k _ 19 z k , a k + l9 . . On) ein Polynom in z jc allein , *-i, 
ist, wobei (a 2 ,...,a n ) einen leliebigen Punkt der TJmge- 
bmg | Zi | < q, Anfangs bedeutet, so ist F(z l9 . . z n ) 

ein Polynom in den n Variabelen 2 W ). 

Aufgabe. Man gebe einen direkten Beweis des Zusatzes. 

§ 81. Endgiltige Erweiterung des WeierstraBsehen Satzes. 

Auf Grund der beiden nachstehenden Hilfssatze wird ein Grad 
der Verallgemeinerung des WeierstraBschen Satzes von § 29 
erreicht, welcher wenigstens fiir die Praxis wohl als definitiv an- 
gesehen werden diirfte. 

1. Hilfssatz. Vorgelegt sei eine Transformation 

( 1 ) < = /<(« i, 4 ‘ =1 ’ 

folgender Beschaffenheit. Die Funktionen /*• verhalten sich mero - 
morph in einem Punkte (z) = (a), und ferner: 

i) Es gibt eine Umgebung a des Punktes (a) derart , dap der- 
jenige Teil a' davon, welcher nach Aushebung der singularen Stellen 
der fi aus a uberbleibt , in umkehrbar eindeutiger Weise auf einen 
Bereich T des (z')-Raumes abgebildet wird . 

ii) Der Bereich T enthalt eine Folge von Punkten 

lim £<*) = co, 

k = oo 

deren Bildpunkte in a' sich am Punkte (z) = (a) haufen. 
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§ 81. Endgiltige Erweiterung des WeierstraBschen Satzes 
Dann besteht die in a' belegene Losung der Gleichungen 


(A) fl (#] 9 . • . 1 2n) 9 fj c (&19 • • * 9 &n) 0 9 

G < I z\ I , fc = 2 

aus einer Kurve 

(B) = cOi (f) , £ =H 0, 4*i, 


wo co* (C) sich analytisch im Punkte f = 0 verhalt, und £ = 1 /^ , 
co* (0) = a* isi. 

Zum Beweise setzen wir 


/<(%, • 


• • ) &7l) 


(^1 ? 
M*l> 


jbH 

*n) 9 


/ = 1 , n, 


wo g i9 hi sich im Punkte (z) = (a) analytisch verhalten und, so- 
fern beide dort verschwinden, auch in (a) teilerfremd gegenein- 
ander sind. 

Betrachten wir zuerst die letzten n — 1 Gleichungen (A). 
Zum Bestehen derselben ist notwendig, daB 

(2) 0 2 (%> •••,««)= 0, ...,«») = 0, 

wobei 

a n ) = 0, . . .,g n {a l9 - . a n ) = 0. 


Nach dem 2. WeierstraBschen Satze, Kap. 2, §17, bestimmen 
die Gleichungen (2) ein oder mehrere Gebilde g. 

Eines dieser Gebilde g muB notwendig von der ersten Stufe 
sein. Indem wir namlich 

C = 1 K 


setzen, nimmt die erste Gleichung (A) die Form an, 

£ Qi (&l ? ••• s &n) ~ hi (Zj , . . . , £ w ) , 

wobei der Voraussetzung ii) zufolge 

h± (Uj , - . . , u n ) = 0 . 

Wir betrachten ferner die Funktion 

/q\ 7- k 1 (z lf ... t Zn) 

aul den verschiedenen Gebilden g. Auf einem derselben wird diese 
Funktion jedenfalls nicht durch das identische Verschwinden von 
g x {zi, . . z n ) illusorisch, denn dem Punkte (z f ) = (fW, 0, . . ., 0) 

Osgood, Funktioneatlieorie. 11,1. 2- AufL 19 
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entspricht ja ein Punkt ( z ) von g\ und in einem Punkte von a f 
verschwindet kein ft*. Sei g' ein Gebilde g, worauf ein solcher 
Punkt (z) liegt. Wiirde nun g 1 auf g' identisch verschwinden, so 
wiirde jeder der unendlich vielen Punkte von g', worm keine 
Punktion ft* verschwindet, in den Punkt (z') = 0 ubergefiihrt, was 
der Yoraussetzung i) zuwider lauft. 

Dieses Gebilde g' kann aber auch nicht von hoherer als der 
ersten Stufe sein. Denn sonst muflte die Punktion £, welche ja 
in einem gewissen Punkte desseiben den Wert 1/fW annimmt, 
auch in (unendlich vielen) anderen Punkten von g' den gleiehen 
Wert erhalten, und damit wiirden alle diese Punkte von a* in ein 
und denselben Punkt von T iibergefiihrt, was der Yoraussetzung 
i) widerspricht. 

Dieses Gebilde g' moge nun durch die Gleichungen 

(4) = <BSl » •••»** 

dargestellt werden, wo y) € analytisch im Anfange und ipi (0) = a* 
ist. Im ubrigen soil einer Stelle von g' auch nur ein Wert von X 
entsprechen. 

Tragt man in der Funktion g ± z n ) die Werte (4) der 

Argumente z { ein, so entsteht dadurch eine Funktion von X, wel- 
che sich im Punkte 2 = 0 analytisch verhalt und jedenfalls nicht 
identisch verschwindet. Denn h ± (z l3 . . z n ) , gebildet fur dieselben 
Werte der Argumente, verhalt sich ebenfalls analytisch im Punkte 
X = 0 und verschwindet nicht identisch, und hat am Gebilde 
g' den Wert In jeder Nahe des Punktes (a) gibt es 

Punkte X [l) von g', in denen z{ den Wert (f^) annimmt, und 
hiermit ist die Behauptung bewiesen. 

Aus (3) ergibt sich somit, daB £, auf dem Gebilde g' be- 
trachtet, zu einer Funktion 

(5) 

wird, welche sich zunachst meromorph im Punkte X = 0 verhalt. 
Da nun aber £ in den Punkten X {k) den Wert 1/Sf^ annimmt, 
so kann co (X) keinen Pol im Punkte 2 = 0 haben. Im ubrigen 
ist a>(0) =0, und es muB ferner 

a>'(0) 4 s 0 

sein. Denn sonst wiirden einem in der Nahe des Anfangs belege- 
nen Werte von £ =4=0 mehrere Werte von X entsprechen, und diese 
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wiirden wieder zu verschiedenen Punkten (z) von a' fiihren, deren 
alle den gleichen Pnnkt (1/f , 0, . . 0) von T lieferten. 

Hiermit sind wir berechtigt, als Parameter X geradezu die 
Variabele C zu nehmen, wodurch denn die Gleichungen (4) in die 
vom Satze verlangten Gleichungen (B) iibergehen. Es bleibt nur 
noch iibrig zu zeigen, daB hiermit auch alle in <r' belegenen Lo- 
sungen des Systems (A) erschopft sind. 

Wiirde es namlich ein zweites, in a' belegenes Gebilde erster 
Stufe, g", geben, so konnte man gerade so wie vorhin auf die 
Darstellung (4) desselben, 

= b) l (£) , / SB 1 , . . . , 

schlieBen, und hieraus wiirde man dann wiederum auf die Exi- 
stenz zweier Punkte von a' gefuhrt, die ein und demselben Punkte 
(1/C, 0, . . 0) von T entsprechen. 

Hiermit ist der Beweis des Satzes vollig erbracht. Wir be- 
merken noch, daB es denkbarerweise, den Gleichungen (2) entspre- 
chend, noch Gebilde g erster oder sogar hoherer Stufe gibt, wel- 
che dann am Rande von cr', also in der singularen Mannigfaltigkeit 
der Transformation (1) liegen und somit fur die eigentliche Trans- 
formation (1) belanglos sind. 

2. Hilfssatz. Verhalt sich eine Funktion F(z x , . . ., z n ) im 
Anfange analytisch und in jedem endlichen Punkte der z^Achse, 

(% , 0 , . . . , 0) , I *1 I Oj 

meromor'ph ; geht F ferner durch die TJmkehrung der Transformation 
(1) in eine im Punkte (z) — (a) meromor'phe Funktion 1 ) uber, 

F (z^ j . . . , Zjf) — ( Z i ) • • • ? ? 

so ist F(z l9 0 , . . . , 0) eine rationale Funktion von z x . 

Yor allem wollen wir nachweisen, daB die Funktion 
F (z l9 0 0) = (p (%) 

im Endlichen hochstens Pole besitzt. 

Hat die Funktion F{z x , . . ., z n ) eine endliche singulare Stelle 
(y 1} 0, . . 0) , so muB jedenfalls y x 4= 0 sein. Sei (c l9 0, . . 0) 

eine solche Stelle, welche dem Anfange am nachsten liegt, 


1) Sofem man wenigstens von etwaigen hebbaren Unstetigkeiten ab- 

sieht. 


19 * 
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d. h. F(z l9 . . ., z n ) verhalt sich analytisch in jedem Punkte 
(a x , 0, . . ., 0) , wofiir \a 1 \<\c 1 \ ist, nicht aber im Pnnkte 

(Ci, 0 , . . ., 0 ). 

In der Nahe von (c l9 0, . . 0) laBt F die Darstellung zu, 

wobei E k (z 2t . . .,s n ), E[(z 2 , . . z n ) sieh in einer bestimmten 
Umgebung des Anfangs analytisch verhalten und Eg(Q, . . ., 0) = 0 
ist. Nun kann aber 2^(0, . . ., 0) nicht fur all© Werte von k ver- 
schwinden, sofern wir voraussetzen, daB Zahler und Nenner im 
Punkte , . . . , z n ) = (q , 0 , . . . , 0) teilerfremd sind. Denn 

sonst wurde der Nenner in einem Punkte (b l9 0, . . ., 0) versch win- 
den, wo b ± in der Nahe von c\ liegt und | b x [ < | c x | ist. Diese 
Stelle wurde dann eine dem Anfange noch naher belegene Singu- 
laritat der Funktion F(z l9 . - z n ) liefern, was zu einem Wider- 
spruch fuhrt. 

Bezeichnen wir E k ( 0 , . . 0), E' k ( 0 , . . ., 0) bzw. mit e k9 e' k , 

so erhalten wir fiir die Funktion 

F(z l9 0 , . . ., 0) = 

in der Nahe von c x die Darstellung 




gp + flifei — CtH 

— * 


e m +0 9 1 ^ m. 


woraus denn ersichtlich wird, daB q?(%) hochstens einen Pol im 
Punkte % = c x hat. 

Untersuchen wir jetzt das Verhalten der Funktion 9 o(z x ) in 
der Nahe der Stelle z x = 00 ! Sei 


&{zi, . . z n ) 


G (% f ... f Z n ) 
B(z lf ...,z n ) 9 


wo G und H im Punkte ( 2 ) = (a) teilerfremd gegeneinander sind, 
falls beide dort verschwinden. Es kann nun H unmoglich auf dem 
aus der Kurve (B) bestehenden Gebilde g identisch verschwinden, 
denn die endlichen in der Mannigfaltigkeit z' k — 0, *=2 
belegenen singularen Stellen von F(z\ 9 . . . 9 z' n ) sind ja isoliert, 
und darum verhalt sich die Funktion analytisch in gewissen Punk- 
ten von T, welche Punkten der Mannigfaltigkeit entsprechen. 
Tragt man also in 0(z l9 . . ., z n ) die Werte von z t aus (B) ein, so 
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entsteht eine im Punkte £ = 0 meromorphe Funktion, 
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0(z lt . . .,z n ) = £(£). 

Mithin wird 

F(z[,0,...,0)=Q(jr), 

und cp (z{) erweist sich somit auch im Punkte ^'=00 als mero- 
morph. 

Da cp{z j) sich nunmehr in jedem Punkte der erweiterten z x - 
Bbene meromorph verhalt, so ist <p(z x ) eine rationale Funktion, 
w. z. b. w. 

Aus den beiden voraufgesehickten Hilfssatzen, nebst dem 
2. Satze yon § BO, erschlieBt man nun das in Aussicht genom- 
mene Theorem, welches wir folgendermaBen formulieren wollen. 

Endgiltige Erweiterung des WeierstraBschen Satzes. 
Sei F(z l3 ...,z n ) im Anfange analytisch und in jedem endlichen 
Punkte einer jeden der Koordinatenachsen meromorph . Geniigt F 
ferner den Bedingungen des 2. Hilfssatzes , fur jede der n Koordina- 
tenachsen ausgesprochen, so ist F(z l ,...,z n ) eine rationale Funk- 
tion alter n Arguments . 

§ 82. Meromorphe Funktionen im erweiterten Raume. 

Es handelt sich hier um die erweiterten Raume yon Kap. 1, 
§§ 18, 19, sowie um andere Raume ahnlicher Art nebst den zuge- 
horigen Transformationsgruppen, und um Funktionen, welche sich 
in einem solchen Raume iiberall meromorph verhalten. 

Definition eines erweiterten Raumes. Dem Begriffe 
eines erweiterten Raumes liegt eine Transformationsgruppe zu- 
grunde, wodurch der komplexe Euklidische Raum im allgemeinen 
umkehrbar eindeutig und analytisch in sich ubergefiihrt wird. Sei 

(1) Z' t 

eine der Transformationen dieser Gruppe. Dann moge sich /*• yor 
allem in jedem endlichen Punkte meromorph verhalten. Sei 
{z) = (a) eine (eigentliche, d. h. endliche) singulare Stelle fur we- 
nigstens eine der /* und sei a eine Umgebung von (a). Bezeichnet 
man mit o' denjenigen Teil von cr, welcher nach Aushebung der 
singularen Stellen der /* aus a zuruckbleibt, so werde a ' umkehr- 
bar eindeutig und analytisch auf einen Bereich T abgebildet, und 
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zwar lasse sich a so einschranken, daB T auBerhalb eines beliebi- 
gen endlichen Teiles des eigentlichen Raumes liegt. 

Dem Punkte (a) wird nun ein uneigentlicher Punkt A' ver- 
moge einer spezifischen Definition entsprechen. Wie die Gruppe 
beschaffen sein muB, damit eine Definition der Art moglich sei, wie 
sie in den bisher bekannten Fallen getroffen worden ist, mag da- 
hingestellt bleiben. Wir konnen aber gewisse Eigenscbaften der 
Transformationen angeben, welche bei einer Erweiterung der ge- 
meinten Art nicht fehlen diirfen. 

i) Sei 

(2) z- L = (pi{z x , ...,z n ), '= 3 »> 

eine Transformation der Gruppe, wodurch der eigentliche Punkt 
(z) = ( 6 ) in den obigen eigentlichen Punkt (A) = (a) ubergefiihrt 
wird. Ubt man zuerst (2) und darauf (1) aus, so entsteht dadurch 
eine Transformation der Gruppe, wodurch dem Punkte (z) = (6) 
ein uneigentlicher Punkt B' entspricht. Und nun soil B' eben 
mit A' identisch sein. 

Definition. Unter der Umgebung eines uneigentlichen Punk- 
tes A 1 versteht man die Gesamtheit der eigentlichen und un- 
eigentlichen Punkte, welche einer Umgebung eines zugehorigen 
endlichen Punktes (z) = (a) entsprechen. 

Sei P x , P 2 , . . . eine Folge eigentlicher oder uneigentlicher 
Punkte. Dann heiBt A' eine Haufungsstelle der Menge, wenn 
Punkte P € in jede Umgebung von A ' eindringen. Entspricht einer 
beliebigen Umgebung von A ' eine Zahl m derart, daJB alle P i9 
wofiir in derselben liegen, so heiBt A' der Grenzpunkt 

der Menge. 

ii) Sei A' ein uneigentlicher Punkt, und sei (#>), * = 

eine Menge eigentlicher Punkte mit der Grenzstelle A'. Dann ist 

n 

lim | | = co. 

k = oo i — 1 

Aus dem Grunde bezeichnet man die uneigentlichen Punkte auch 
als unendlich feme Punkte und deren Gesamtheit als den unend - 
lich fernen Bereich. 

iii) Im ubrigen lassen sich die Umgebungen zweier uneigent- 
lichen Punkte A' und B', bei beliebiger Wahl der einen und ge- 
eigneter Wahl der anderen, umkehrbar eindeutig und stetig aufein- 
ander abbilden. 
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iv) Die uneigentlichen Punkte bilden eine abgeschlossene 
Mannigfaltigkeit. Durch dieselben werden die eigentlichen Punkte 
auch zu einer abgesehlossenen Mannigfaltigkeit (dem erweiterten 
Eaume) erganzt. Insbesondere dringt jeder Strahl 

n 

&i = Qji + hit , 0 < \^i\> 0 ^ t < oo , i=lj •••»«> 

is 1 

in jede Umgebung mindestens eines uneigentlichen Punktes A' 
ein. 

Daraus ergibt sich, daB es eine endliche Anzahl von Trans- 
formationen der Gruppe gibt, derart, daB ein beliebiger uneigent- 
licher Punkt mindestens durch eine derselben in einen endlichen 
Punkt iibergefiihrt wird. 

Der erweiterte Eaum hangt offenbar linear einfach zusammen. 

Definition. Eine Punktion F(z l9 ...,z n ) verhalt sich analy - 
tisch resp. meromorph in einem uneigentlichen Punkte A', wenn 
die transformierte Punktion, 

0 (^1 j • • • j #n) == F (z x , . . . , # n ) 

sich in einem zugehorigen eigentlichen Punkte (z) = (a) (hochstens 
bis auf hebbare Unstetigkeiten) analytisch resp. meromorph ver- 
halt. 

H a u p t s a t z. Eine Funktion F z n ) , welche sich in 

jedem Punkte eines erweiterten Baumes meromorph verhalt , ist eine 
rationale Funktion . 

Unbeschadet der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB 
die Punktion sich im Anfange analytisch verhalt. Sie wird sich 
ferner in jedem endlichen Punkte einer Koordinatenachse mero- 
morph verhalten. 

Betrachten wir nun etwa den Strahl 

L: %=t, Q^tCoo; z k = 0, 

Derselbe dringt ja in jede Umgebung mindestens eines uneigent- 
lichen Punktes A\ Sei (z) = (a) ein eigentlicher dem Punkte A' 
zugehoriger Punkt. Dann geniigfc die zugehbrige Transformation (1) 
dieses Paragraphen samtlichen Bedingungen der Transformation (1) 
von § 81. Das gleiche gilt fur jede andere der Koordinatenachsen. 
Nach dem erweiterten WeierstraBschen Satze, § 81, erweist 
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sich F somit als eine rationale Funktion aller n Argument© 

Der vorstehende Satz wurde fur den projektiven Baum vom 
Yerfasser bewiesen. 1 ) 

Sodann wurde der Beweis fur die zusammengesetzten Raume, 
Kap. 1, § 19, von Jackson 2 ) gefxihrt. 

Aus diesem Satze geht der folgende unmittelbar heryor. 

Satz. Verhalt sich die Transformation (1) auch in den uneigent - 
lichen Punkten des enveiterten Baumes meromorph, so sind die fi 
rationale Funktionen. 

§ 33. Yon den iimkeiirbar eindeutigen Transformationen ein.es 

Raumes in sick. 

Bine Transformation 

( 1 ) 

heiBe regular in einem Punkte (z) = (a), wenn die Umgebung des 
Punktes (a) ein-eindeutig und stetig auf die Umgebung des Bild- 
punktes (a') bezogen wird und auBerdem jede der Funktionen 
sich im Punkte (a) analytisch verhalt. Nach Kap. % § 19, 1. Satz 
yerschwindet dann die Jacobische Determinant© der Transfor- 
mation im Punkte (a) nicht, womit sich denn die Umkehrfunk- 
tionen 

5=5 ft {&% > • * • > %n) 9 6 “ 1 » ‘ ' ’ » n * 

als analytisch im Punkte (z') = (a') erwiesen. 

Diese Definition laBt sich noch auf den Fall ausdehnen, daB 
mindestens einer der Punkte im unendlich fernen Bereiche liegt. 
Wir gehen namlich von einem erweiterten Raume aus, wie er in 
§ 32 des naheren erklart worden ist, und betrachten eine Trans- 
formation (1), wodurch die Umgebung eines unendlichen Punktes 
A' in die Umgebung eines eigen tlicken oder uneigentlichen Punk- 
tes A " ein-eindeutig und stetig iibergeht. Eine solche Transfor- 
mation heiBt regular, wenn sie in jedem eigentlichen Punktepaare 
regular ist. 


1) Osgood, Transactions Amer. Math. Soc. 13 (1912), S. 159. Dabei 
wurde eine interessante (1, ?&!)-deutige Transformation des Raumes der Funk- 
tionen theorie auf den projektiven Raum beniitzt. 

2) Dunham Jackson, Joum. fur Math . 143 (1915), S. 185. 
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Satz. 1st die Transformation (1) im Punkte A ' regular , so 
verhalten sich die Funktionen im Punkte A' meromorph . 

Wir behandeln zuerst den Fall, daB A' in einen endlichen 
Pnnkt A " : (z f ) = (a') ubergeht. Sei 


1 ? • • *9 £n) 


9i(% l » • • • t %n) 
hid! 


eine Transformation der Gruppe, wodnrch ein endlicher Pnnkt 
B : (£) = (6) in A' verwandelt wird. Dann wird eine Umgebung 
a von B umkehrbar eindentig und stetig anf eine Umgebung r 
von A" bezogen. Einem Punkte (f) von a, der nur auf keinem 
der Gebilde /&*(£ 19 . . ft) = 0 liegt, entspricht ein endlicher Punkt 
(#) der Umgebung von A', und dieser Punkt wird wieder durch 
die Transformation (1) in einen Punkt (z') von r ubergehen. Jede 
der genannten Transformationen ist regular in einem endlichen 
Punkte und darum verhalten sich die Punktionen 


— fife i) • * •> Zn) — Wifel) • • •? ft) ? 


analytiseh in jedem Punkte von a, der nicht auf einem Gebilde 
h { = 0 liegt. Da sie fernerhin stetig auf diesen Gebilden sind, so 
verhalten sie sich auch dort und also ausnahmslos in a analytiseh. 

Hiermit ist aber eben dargetan, daB die Funktionen fife l9 ...,z n ) 
sich in A' analytiseh verhalten. 

Wird umgekehrt durch die Transformation (1) ein endlicher 
Punkt (z) = (a) in einen uneigentlichen Punkt P iibertragen, so 
zeigt eine ahnliche tlberlegung, daB die Funktionen fife l9 . . z n ) 
sich in (a) meromorph verhalten. 

Wir wenden uns jetzt dem Falle zu, daB A" im Unendlichen 
liegt, und fiihren wieder die Transformation S aus. Hier brauchen 
wir aber noch eine zweite Transformation der Gruppe, 

ft), 

wodurch ein endlicher Punkt B' : (£') = (6') in A n verwandelt 
wird. Bezeichnet man die Transformation (1) mit T , so wird 
durch die Transformation 


S'-'TS: ft-c^ft, ft), <-i, 

die Umgebung a von B auf eine Umgebung o' von B' umkehr- 
bar eindentig und stetig abgebildet. Es handelt sich nun um 
den Beweis, daB . . ., ft) sich in a analytiseh verhalt. 
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1st (!) ein Punkt yon <r, dem ein endlicher Punkt (z) der 
Umgebung von A' entspricht, also h*(£i> • ■ •> ft) + g e ^ 

(z) durch T wieder in einen endlichen Punkt der Umgebung von 
A", so wird co i (g 1 > . . ft) schon analjtisch im Punkte (!) sein. 

Sei (!) wieder ein Punkt von a, dem ein endlicher Punkt (z) 
der Umgebung von A' entspricht, nur soil jetzt dem Punkte (z) 
ein uneigentlicher Punkt P der Umgebung von A" entsprechen. 
Durch S'- 1 wird P in einem Punkt (!') von a' verwandelt. Und 
nun liegt genau der soeben behandelte Pall vor, wobei nur, was 
die Bezeichnungsweise anbetrifft, ( z ) und [z‘) ihre Pollen ge- 
wechselt haben, und (!') an Stelle von (!) tritt. Darum ist die 
Transformation der Umgebung dieses Punktes ( 2 ) auf die Um- 
gebung des entsprechenden Punktes (!') eine regulare (beide 
Punkte sind ja eigentliche), woraus denn endlich hervorgeht, daB 
ft) sich im bewuBten Punkte (!) analytisch verhalt. 

Hiermit ist nunmehr erwiesen worden, daB cu^ft, . . ., ft) 
sich in jedem Punkte von a analytisch verhalt, der nur nicht 
auf einem Gebilde hi — 0 liegt. Dort bleibt co* aber noch stetig, 
und darum ist &>,• auch dort, und somit ausnahmslos in a ana- 
lytisch. 

Kehren wir jetzt zur Transformation 


S': 


• • •> ft) = 


g; (ft. •••,! ;,) 


zuriick! Da £ analjtisch von (S) abhangt, 

Si === (Sly • * * 5 Sn) , 


so gehen auch g\{S\ 9 . . S' n ) , K{S\, . * S' n ) in analytisohe Funk- 
tionen von (S) liber, 

• • •> S' n ) = Gt(Si» • • •> S n ) 

K(S'l> . S'n) = Hi(S l9 Sn), 


nnd darans ergibt sich nun die Darstellung 


: 1, 4 • *J %n) 




Ki(S x 


Sn) 


i = 1, 


n. 


Darin liegt aber eben der Beweis, daJ3 die Funktionen / 4 - sich im 
Punkte A' meromorph verhalten. 

Aus dem vorstehenden Satze ergibt sich der Beweis des fol- 
genden Theorems. 
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Hauptsatz. Die allgemeinsle umkehrbar eindeutige Transfor- 
mation ernes erweiterten Raumes in sich , welche ausnahmslos regular 
ist , kann nur eine rationale Transformation sein . 

Sei (1) eine solche Transformation. Dann verhalten sich die 
Funktionen /* nach dem soeben bewiesenen Satze meromorph in 
jedem Punkte des erweiterten Eaumes und erweisen sich mit- 
hin als rationale Funktionen. 

Wir werfen nnn die Frage anf: Welches sind die ein-eindeuti- 
gen Transformationen eines gegebenen Raumes in sich , welche in 
jedem Punkte regular sind? und beantworten sie fur den Eaum 
der Funktionentheorie, sowie fur den projektiven Eaum. 

Fangen wir mit dem Raume der Funktionentheorie an. Wir 
konnen unmittelbar eine Eeihe derartiger Transformationen hin- 
schreiben, namlich die Transformationen der Gruppe: 

( 21 ) Z i = ^ 3 * > a k$k 

Satz. Die Transformationen (91) umfassen alle diejenigen, 
welche die genannte Eigenschaft besitzen . 

Sei (1) eine bestimmte Transformation der genannten Art. 
Dann sind die Funktionen / f alle rational. Verhalt sich / x nicht 
analytisch in einem Punkte (a), so kann / x dort nur einen Pol ha- 
ben. Denn beim Grenzubergange lim (z) = (a) muB sich der 
Punkt (; z ') einem bestimmten Punkte des erweiterten Eaumes der 
Yariabelen (z f ) nahern. Insbesondere muB dann jede Variabele z' k 
einem bestimmten Punkte der erweiterten ^-Ebene zustreben. 
Und da nun z[ nicht endlich bleibt, so muB eben lim z[ = oo 
sein. 

Zweitens behaupte ich, daB f 1 nur von einem Argumente ab- 
hangt. Ware dem nicht so, so moge f x wenigstens z lf z 2 enthalten. 

Sel . _ gfa.a,,-..) 

wo G und H teilerfremde Polynome bedeuten. Indem wir jetzt 
homogene Variabelen einfuhren: 

2 k ==~, * = 

. tk 

sex 

i r(Ci, Ci? C 2 ? « « 0 

wo f, H ebenfalls teilerfremd sind. Dann wird 
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r = A 0 z? + A 1 c?- 1 £i-i — + A m ^ m , 

H = J3 0 # + + • • • + 

wo alle A k ,B k homogen von gleieher Dimension 1 ) in (f a , f' 2 ) sind, 
und zwar ist diese Dimension positiv. Daraus erhellt, daB die 
Gleichungen 

T=0, H = 0 

mindestens eine gemeinsame Wurzel (<Tj, cc^j a s , a s ; . . .) ha ben. 
Sollte der entsprechende Punkt (z) = (a) insbesondere im Unend- 
lichen liegen, wobei denn 

a! k — 0, *=*i. 

so fiihre man die Transformation aus: 


*/> 


M s *n •••» hi 


Dadurch wird 



, G' (z[ , z’i , 

h ~ H‘(z[,z,, 


0_ 

•) ’ 


j = hi . 


wobei nun G’,H' teilerfremde Polynome mit einer gemeinsamen 
Nullstelle sind. Daher hat / x eine aufierwesentliche singulare Stelle 
zweiter Art im Punkte (a), und hiermit sind wir zu einem Wider- 
spruch gefiihrt. 

Es hat sich also ergeben, dafi f t nur von einem einzigen Argu- 
ments abhangen kann, und man erkennt nun sofort, dab alle n 
z k bei den n verschiedenen j t vertreten sein miissen. Soli die 
Transformation (1) auBerdem noch umkehrbar eindeutig sein, so 
muB jede Eunktion f t linear von ihrem Argument z k abhangen; 
und damit ist der Beweis erbracht. 


Der projektive 
grunde: 

(23) 


Baum. Diesem Baume liegt die Gruppe zu- 


<i) 


x. ■■ 


gPgi -) h gfg«_+£o 

: ci 01 ®j-j M»'®» + C i> 01 




Z± <**>**>. . .c^cW+0, 


1) Genauer gesagt, verschwinden die A k , sowie die B k , nicht samtlieh 
identiseh, und diejenigen, welche nicht identisch verschwinden, sind homogen 
von gleieher Dimension in jedem Wertepaare (C k , ?).), i = 2 i •••>*• Insbesondere 
ist die Dimension in (£ 2 , C'A positiv. 
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und die hiermit definierten Transformation©!! gehoren jedenfalls 
zur bewuBten Gattung. Auch bier gilt der 

Satz. Die Transformationen (93) umfassen alle diejenigen, wel - 
che die genannte Eigenschaft besitzen . 

Vor allem erkennt man, daB die Funktionen (1) rational sind. 
Schreiben wir diese Funktionen in der Form bin: 


&(«!, 


. X n ) = 


F o {x 1 , 


%n) 

«*)’ 


wo F 0 , F 1 , . . .,F n ein System teilerfremder Polynome bedeuten, 
nnd fiihren wir homogene Yariabelen vermoge der Belationen 


ein, so wird 


Xi = 


jl 

fo’ 




• • j Xn) — 


fi (£o > £i >_ 
fo(§o> fi > 


£n) 

M ’ 


1, 


«» 


wobei / 0 ,/i,...,/ n ein System teilerfremder homogener Polynome 
m-ten Grades sind. 

In einem endlichen Pnnkte (x) = (a), dessen Bildpunkt 
(a;') = (a') auch endlich ist, sind die Funktionen alle analytisch, 
nnd ihre Jacobische Determinant© verschwindet dort nicht. Nun 
ist aber bekanntlich 


= 1 

+ d (i 0 , 

DemgemaB muB die letztere Jacobische Determinant© in einem 
Bildpunkte (£) = (a) ebenfalls von null verschieden sein. 

Liegt einer oder auch beide der Punkte (a), (a') im Unend- 
lichen, so ergibt sich, daB auch in diesem Falle 


(3) 


d(fof fi j « » •> fn ) t a 

0(* o , ^ 


ist. Hiermit sind wir zum Besultat gelangt, daB die Relation (8) 
ausnahmslos in jedem Punkte des Raumes der homogenen Varia- 
belen (S 0 , £ l9 . . ., £ n ) statthat. Die linke Seite von (8) ist aber ein 
homogenes Polynom vom Grade (n + l)(m — 1). Darura muB 
es eine Xonstante sein, woraus sich nun ergibt, dafi m = 1, daB 
also die Funktionen linear sein miissen. Hiermit ist der Beweis 
erbracht. 
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§ 34. liber algebraisehe Funktionen. 

Der Satz von Bd. I, Kap. 8, S. 481 laBt sich direkt auf Funk- 
tionen mehrerer Variabelen iibertragen. 

1. Satz. Eine mehrdeutige 1 ) Funktion F(z x , . . z n ) , deren 
verschiedene Bestimmungen in der Umgebung einer willkurlichen 
Stelle (a) eines im Sinne von § 32 enveiterten Baumes der Variabe- 
len (z) sich mit den Wurzeln einer endlichen Anzahl irreduktibeler 
pseudoalgebraischer Gleichungen mit der Spitze (a) decken : 

A 0 w Q -b A 1 w q ~ 1 + • • • -{~A q = 0, 

wobei also A k fo, . . z n ) sich im Punkte (z) = (a) analytisch ver - 
halt und A 0 (z 1; . . .,z n ) =j= 0, genugt einer algebraischen Gleichung 

G (w , Z x 9 • • • > %n) == ^ > 

zoo G ein Polynom in alien n + 1 Variabelen bedeutet . 

Da der erweiterte Baum eine abgeschlossene Mannigfaltigkeit 
ist, und da die Anzahl der Funktionswerte in einer bestimmten 
Umgebung eines willkurlichen Punktes dieses Baumes nach Vor- 
aussetzung endlich und in der genannten Umgebung konstant ist, 
so muB diese Zahl auch im ganzen Raume endlich und konstant 
sein. Dieselbe werde mit m bezeichnet. 

Bildet man nun die Siimme 

(ps=w\ + w\-\ b vf m , « = 1,2, . . . , 

so erkennt man, daB dieselbe in jedem Punkte des erweiterten 
Baumes hochstens einen Wert annimmt, sowie daB sie sich aus- 
nahmslos meromorph verhalt. Demnach muB sie eine rationale 
Funktion sein. Nun lassen sich aber die elementaren symmetri- 
schen Funktionen 

w i + W 2 + * * * + W m 9 

W X W 2 + W X W Z + • • • + 


w x w 2 . . . w. 


1) An dieser Stelle ist dem gegenwartigen Satze eine allgemeinere For- 
mulierimg wie fruher im Falle n — 1 zuerteilt worden, und hiermit ist 
denn auch eine VeraHgemeinerung jenes Satzes gegeben. 
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rational durch die 99 /s ausdriicten. Daher sind die Wurzeln der 
Gleichnng 

(w — Wj) (to — w 2 ) . . . (w — w m ) = 0 
rationale Funktionen von z n , und der Satz ist bewiesen. 

2. Satz. Wird w = F(z l9 . . z n ) durch eine algebraische 
Gleichung 

G(w, z l9 ... 9 z n )=0 

definiert , so besteht eine notwendige und hinreichende Bedingung fur 
die Irreduktibilitat des Polynoms G darin, dafi der Biemannsche 
Baum fur F(z x , . . z n ) nicht zerfallt . Ddbei wird vom trivialen Falle 
abgesehen , dap G eine Potenz eines irreduktibelen Polynoms ist 

Der Beweis wird gerade so gefiihrt wie im Falle n = 1. 
Definition. Sei 

A 0 w m 4“ A 1 w m ~ 1 4~ * • * 4~ Atm = 0, -4 0 =j= 0, ™>o, 

eine irreduktibele algebraische Gleichung, wobei also die A k ’ s ein 
System teilerfremder Polynome in z l9 ... 9 z n bedeuten. Ist A 0 
eine Konstante, so heiBt w eine ganze algebraische Funktion von 
z 19 ... 9 z n , im anderen Falle eine gebrochene . Eine ganze algebrai- 
sche Funktion ist in jedem endlichen Punkte stetig. Dies gilt aber 
nicht von einer gebrochenen Funktion. Vermoge der Transfor- 
mation 

(1) w'=A 0 w, w = ~r— 

a 0 

geht eine gebrochene in eine ganze algebraische Funktion uber. 

8 . Satz. Sei 

G(w,z x , . . .,z n ) = 0 

eine irreduktibele algebraische Gleichung von positivem Grade m in 
w, sei w — F(z 19 . . . , z n ) die hier durch definierte Funktion 9 und sei 
© der zugehorige Biemannsche Baum . Sei ferner 

W = 0(z l9 . . . 9 z n ) 

eine Funktion, ivelche auf © eindeutig ist und deren verschiedene 
Bestimmungen den Bedingungen des 1. Satzes genugen . Dann lafit 
sich W als eine rationale Funktion von w 9 z l9 . . z n darstellen: 


W = B(w, z L , . . . 9 z n ). 
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Der Beweis wird ahnlich wie im Falle n = 1, Bd. I, S. 435 
gefiihrt, nur an einer Stelle ist ein anderes Verfahren no tig. Um 
namlich nachzuweisen, daB die Koeffizienten von Q(X) rational 
sind, besehranken wir uns zunachst auf den Fall, daB sowohl w 
als W ganze und darum im Endlichen stetige Funktionen sind. 
Die bewuBten Koeffizienten sind eindeutige Funktionen, welche 
sich im allgemeinen analytiseh verhalten. Dabei liegen die Aus- 
nahmepunkte auf analytischen Gebilden ( n l)-ter Stufe im Ge- 
biete der (z 1 ,...,z n ). In diesen Punkten sind die Koeffizienten 
aber auch stetig. Nach dem 1. Satze von § 4 sind sie also dort 
ebenfalls analytisch. 

Hiermit ist zunachst dargetan, daB die Koeffizienten ganze 
Funktionen sind. Um noch zu zeigen, daB sie rational sind, kniip- 
fen wir an den 2. Satz von Kap. 1, § 16 an. Man erkennt nam- 
lich obne Muhe, daJB bei passender Wahl der natiirlichen Zahl /j. 
und beliebiger Wahl von h 


lim 4 = 0, 

S k = cc Z k 




ist, wobei z t = a i9 beliebig gewahlt 
wird. DemgemaB muB auch 


lim 

z k = co 


c 

Z k 


= 0 


und dann festgehalten 


sein, wo C einon beliebigen jener Koeffizienten bedeutet. Nach 
dem genannten Satze erweist sich G somit als ein Polynom. 

Ist endlich w oder W keine ganze algebraische Funktion, so 
brancht man nur durch eine gehorige Transformation (1): 


w' = A 0 w bzw. W’ = B 0 W 

zu ganzen Funktionen uberzugehen. Nach dem Yoransgehenden 
gilt dann der Satz fur w' und W\ mithin gilt er auch fur w 
und W. 

1. Zusatz. Hat die vorstehende Funktion W = 0 z n ) 
im allgemeinen verschiedene Werte in den m Blattern von © — dazu 
genugt ja offenbar, daft &(z l9 . . z n ) auch nur fur einen einzigen 
Punkt (z) = (a) geirennte Werte hat — , so kann man umgekehrt w 
als rationale Funktion von W, z l9 . . .,z n dar stellen: 


w = $l(W, z l9 . . $„)• 
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Definition. 1st 0{z l9 — , z n ) eindeutig anf © oder auch in 
dem einer beliebigen irreduktibelen psendoalgebraischen Gleichung 
entspreehenden Riemannschen Ranme g, nnd verhalt sich 0 bis 
anf die Pnnkte einer endlichen Anzahl analytischer Gebilde 
(n— l)-ter Stnfe analytisch; nimmt 0 ferner in zwei verschiede- 
nen Slattern niemals identiseb gleiche Werte an, so heiBt 0 mit 
der Fun kt ion w = F{z x , . . ., z n ) oder anch mit © bzw. g gleich - 
verzweigt. Zwei Funktionen, welche irreduktibelen pseudoalge- 
braischen Gleiehungen geniigen, heiBen in einem Punkte (a) mit- 
einander gleichverzweigt, wenn jede derselben in dem fur die an- 
dere konstruierten Riemannschen Raume in der Umgebung von 
(a) eindeutig ist. 

2. Zusatz. Sei W = 0 z n ) eine Function, welche den 
Bedingungen des 8. Satzes genugt, und sei 0 aufierdem mit © gleich- 
verzweigt. Dann la fit sich w rational durch W , z 1} . . ., z n darstellen: 

w = 31 (IF, z l9 . . .,z n ). 

Ist umgekehrt W = 0 (z x , . . . , z n ) eine Function, welche den 
Bedingungen des 8. Satzes genugt, und lafit w aufierdem die vor- 
stehende Darstellung zu, so ist 0 mit © gleichverzweigt 

3. Zusatz. Ist W = 0(z l9 . . z n ) eine Function, welche den 
Bedingungen des 8. Satzes genugt, so deckt sich 0 mit den Wurzeln 
einer irreduktibelen algebraischen Gleichung vom Grade m t : 

H(W, z l9 ...,z n )= 0, 
wo m x ein Teller von m ist 

1. Aufgabe. Ist der folgende Satz rich tig, a) im projektiven 
Raume, b) im Raume der Funktionentheorie ? 

Sei @ ein monogenes analytisches Gebilde (n — l)-ter Stufe 
im Raume der Variabelen (z l9 . . ., z n ), deren samtliche in der 
Nahe einer beliebigen Stelle (z) = (a) derselben gelegene Stellen 
sich mit den Wurzeln einer Gleichung 

G (a) (zx, ...,z n ) = 0 

decken, wobei G ^ sich im Punkte (a) analytisch verhalt und dort 
verschwindet. Dann ist @ ein algebraisehes Gebilde. 

2. Aufgabe. Ist der folgende Satz rich tig, a) im projektiven 
Raume, b) im Raume der Funktionentheorie? 

Osgood, Punktionentkeorie. II, 1. 2. Aufl. 


20 
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Sei © ein monogenes analytisches Gebilde (n — l)-ter Stufe 
im Raume der Variabelen z n ), and sei (z) = (a) eine be- 

liebige Grenzstelle zu © gehoriger Stellen. Des weiteren sollen 
samtliche in der Nahe von (a) gelegene Stellen von © sich mit 
den Warzeln einer Gleichung 

• • •’ z n) — 0 

decken, wobei G la) sich im Punkte (a) analytisch verhalt and dort 
verschwindet. Dann ist © ein algebraisehes Gebilde. 

Definition. Eine mehrdeutige Eunktion F{z 1 , . . z n ) ver- 
halt sich algebraisch in einem Punkte ( z ) = (a) des erweiterten 
Raumes, wenn die in Betracht kommenden Bestimmungen der- 
selben sich in der Nahe von (a) mit den Wurzeln einer pseudo- 
algebraischen Gleichung decken: 

A 0 w m + iiW" 1 ' 1 4 f A m = 0, 

wo A k (z 1 , . . ., z n ) sich im Punkte (a) analytisch verhalt und 
A 0 0 ist. 

Satz. Sei F ,js«) e ^ ne 'mehrdeutige Funktion, deren ver- 
schiedene Bestimmungen sich in jedem zu einer Foordinatenachse ge- 
horigen Punkte des erweiterten Raumes der Funktioneniheorie alge- 
braisch verhalten. Dann ist F eine algebraische Funktion der n Va- 
riabelen oder aber F setzt sich aus mehreren solchen Funk- 

tionen zusammen . 

Vor allem beweist man, daB die Anzahl m der verschiedenen 
Bestimmungen w 19 ... 9 w m der vorgelegten Funktion in einer be- 
stimmten Umgebung % der Koordinatenachsen konstant bleibt. 
Im ubrigen darf man unbeschadet der Allgemeinheit annebmen, 
daJ3 sich alle m Bestimmungen im Anfange analytisch verhalten. 
Bildet man nun die Funktion 

m 

(% 9 • * * 9 &n) “ > 

i— l 

wo s eine natiirliche Zahl bedeutet, so verhalt sich <P S in Z mero- 
morph. Daraus erhellt, daB auch die elementaren symmetrischen 
Funktionen 

W x + + • * ' + w m> 

W x w 2 + w ± w B H f 


W ± W 2 . . . Wi 
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sich in £ meromorph verhalten. Naeh dem 3. Satze von § 30 er- 
weisen sich diese somit als rationale Funktionen von z l9 , . . 9 z n9 
und hiermit ist der Beweis erbracht. 

Bei der Formulierung des Satzes diirfen ja beliebige n Ge- 
raden an S telle der Koordinatenachsen treten: 

&1 — C ly . . •> &k — l :=: — 1? ^fc-f-1 == + • • * 9 ~ @71 ? 

wobei k die Werte 1,2 durchlauft und insbesondere einige 
oder auch alle mit dem uneigentlichen Punkte oo ihrer Ebene 
zusammenfallen konnen. 




Von Osgood) Lehrbnch der Funktionentheorie liegt ferner vor: 

L Band . j. Aufl. Mit 174 Fig . [XIV u. 8/8 S.J gr. 8. IQ28. Geh. dlJL 42.— , 
geb. FIJI 44, — . In Vorb. befindet sick: II. Band. 2. Lief g. 

Funktionentheorie. Von Dr. L.Bieberbach, Prof. a.d.Univ. Berlin. Mit 34 Fig. 
imText. [IVu 118S.] 8 1922. (Teubn techn. Leitf. Bd. 14.) Kart. FIJI 3.20 

„In gedrangter, aber klarer Sprache, mit schonen Figuren und guten Beisptelen durch- 
setzt, wird eine Einfuhrung in die Theorie der Funktionenlehre gegeben, die, mit den 
komplexen Zahlen beginnend, in streng logisclier Kette zur konformen Transformation fiihrt. 
Wie immer, wenn man des Verfassers Arbeiten liest, bietet die Lektiire einen GenuB, 
denn sie gibt Eigenes, Personlicbes . 44 (Unterrichtsbl. f. Mathem. u. Naturwissensch.) 

Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. L. Bieberbach , Prof. a. d. 
Univ. Berlin. 

I. Band: Die Elemente der Funktionentheorie. 2., verb. Aufl. Mit 80 Fig. 

im Text. [VI u. 314 S.] gr. 8. (923. Geh. dUC 12. — , geb. dtJt 15. — 
II. Band: Moderne Funktionentheorie. Mit 44 Fig. imText. [VII u. 366 S.] 

gr. 8. 1927. Geb. dUC 20. — 

Der erste Band gibt unter Verschmelzung Riemannschen und Weierstrafiischen Geistes 
eine einheitliche Darstellung der Elemente der allgememen und der speziellen Funktionen- 
tbeorie, Er umtaBt somit einmal alle die Begriffsbildungen und Methoden, welche die 
moderne Funktionentheorie beberrschen, und reicht andererseits von den rationalen Funk- 
tionen iiber die periodischen Funktionen bis zu den doppelperiodischen und den ellip- 
tischen Integralen. 

Der zweite Band stellt in acht Abschnitten dasjenige dar, was in der Theorie der 
Funktionen einer komplexen V eranderlicben durch die Arbeit der letzten Jahrzehnte an 
bleibenden Ergebnissen und Methoden gewonnen worden ist. Er bevorzugt dabei die 
Dmge, iiber die es zusammenhangende Darstellungen noch nicht gibt. So handeln einzelne 
Abschnitte vom Picardschen Satz, von der Theorie der ganzen Funktionen, von der 
analytischen Fortsetzung, der konformen Abbildung und der Uniformisierung. 

Die komplexen V er&nderlichen und ihre Funktionen. Fortsetzung der 
Grundziige der Differential u Integralrechnung, zugleich eine Einfiihrung in 
die Funktionentheorie. Von Dr. G. Kowalewski Prof. a. d. techn. Hochsch. 
Dresden. 2. Aufl. Mit 124 Fig. [IV u. 455 S.] gr. 8. 1923. Geh. MJl 15. — , 
geb. dUt 17.60 

„Ein ganz vorziiglickes Werk, das sich in gleicher Weise durch den dargebotenen 
StofF wie durch seinen angenebmen leichtfliissigen Stil auszeichnet. Kowalewski ist ein 
Meister in der Form und erreicht kochste Eleganz und zugleich Exakthcit in seinen. 
Beweisen . 44 (Archiv der Mathematik und Fhysik.) 

Vorlesungen tlber Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. Pr ngsheim, Prof. a. d. Univ. Miinchen. (Teubn. Lehrbiicher der 
math. Wissensch Bd. XL, 1 1— 3 u XL. II, 1 ) 

I. Band. 1. Abt.: Reelle Zahlen und Zahlenfolgen. 2. Aufl. [XII u. 292 S.] 
gr 8. 1923 Geh. MM, 13.—, geb. dUC 15 — 

2. Abt.: Unendliche Reihen mitreellen Gliedern. 2. Aufl. [VIII u. 
S 293—514.] gr. 8. 1923. Geh. dUC q . — , geb.J^Jfn. — 

3. Abt.: Komplexe Zahlen, Reihen mit komplexen Gliedern, 
unendliche Produkte und Kettenbruche. [IX u. 461 S.J gr. 8. 
1921. Gth. dUC 21 . — , geb. dUt 23 60 

II. Band. 1. Abt.: Grundlagen der Theorie der analytischen Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen. Mit 25 Fig im Text. [XV u. 
624 S.] gr. 8. 1925. Geh. diJt 27. — , geb. dUC 30 — 

„Wie es bei einem bierin so hervorragenden Verfasser nicht anders zu erwarten war, 
ist das Bucb vorbildlich durch seine Reinheit und Exaktheit im ganzen Aufbau und Ausbau. 
Dabei ist es — wie dies bei so heiklen Dingen leicbt moglich ware — nirgends scliwierig 
oder ermiidend; es liest sich leicht und angenebm. 

Der groBziigigen Anlage des Werkes entsprechend, wird der Stoff bis ins Kleinste 
ausfiihrlich und oft von verscbiedenen Seiten her dargestellt, doch ohne jemals breit zu 
sein. Ich kenne keinc Darstellung dieses Stoffgebietes, die sicb an Klarheit und Griind- 
lichkeit mit der vorliegenden messen konnte. Das Buch wird viel gelesen werden und 
groBen Nutzen stiffen . 44 (Archiv der Mathematik und Physik.) 
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Konforme Abbildung. Von weil. Oberl. L. Lewent \ Berlin. Hit 40 Fig. 
[VI u. 1 18 S.] 8. 1912. (Samml. math.-physik. Lehrb. Bd. 14.) K&n.MJi 3.80 

„Der Techruker wird aus dem Biichleia reiche Anregung empfangen, durch eine Fiille 
interessanter uad lebrreicher Beispiele wird er verhaltnismaJ&ig schnell bis zu dem allge- 
meinea Abbildungssatze gefuhrt.“ (Archiv der Mathematik und Physik.) 

Konforme Abbildungen. Von Studienrat E. Wicke , Berlin. Mit 38 Fig. 
im Text. [59 S.] kl. 8. 1927. (Math.-Phys. Bibl. Bd. 73.) Kart .MJi 1.20 

Die Idee der Riemannschen Flache. Von Dr. H. Weyl \ Prof. a. d. 
Eidgen. Techn. Hochschule in Zurich. 2., verb. Aufl. Mit 28 Fig. im Text. 
[VIII u. 183 SJ gr. 8. 3923. (Math. Vorles. a. d. Univ. Gottingen Bd. 5.) 
Geb. M, Ji 8.— 

Der erste Teil entbalt eiae Topologie der Riemaanschea Flachen, der zweite einea 
AbriB der Theorie der Funktionen auf Riemannscben Flachen. Den AbschluB bildet das 
prinzipiell Wichtigste aus der Uniformisierungstheorie (Theorie der autoraorphea Funktionen) ; 
sie liefert diejenigen Gebilde (Nicht-Euklidische Bewegungsgruppen), in denen die Idee 
der Riemannschen Flache ihre reinste, von alien Zufalligkeiten befreite Verkorperung findet. 

Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. Von Geh. 
Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. a. d Techn. Hochschule in Braunschweig. 

I. Teil: Die funktionentheoretischen und analytischen Grundlagen. Mit 
83 Fig. [X u. 500 S.] gr. 8. 1916. Geh. MJi 13. — , geb. MJi 16.— 

II. Teil : Die algebraischen Ausfiihrungen. Mit 40 Fig. [VIII u. 546 S.] gr.8. 

1922. Geh .MJi 15.-, geb. MJi 18.— 

III. Teil: [In Vorb. 1929] 

Vorlesungen liber elliptische Funktionen. Von B. Riemann . Mit 
Zusatzen herausg. von Dr. H. Stahl, weil Prof, a. d. Univ. Tubingen. 
Mit 20 Fig. [VIII u. 144 S.] gr.8. 1899. Geh. FIJI 5.60 

Vorlesungen liber die singularen Moduln und die komplexe Multi- 
plikation der elliptischen Funktionen. Von Dr .R. Fleeter, Prof. a. d. 
Univ. Zurich. (Teubn. Lehrbiicher der math. Wissensch. Bd. XLI, 1 u.2.) 
I. Teil. Mit 16 Fig. im Text. [VII u. 142 S.] g. 8. 1924. Geh. FMt 7. — , 
geb. FIJI 8.40 

II. Teil. Mit 4 Fig. im Text. [VI u. 217 S.] gr. 8. 1927. Geh. MJi 10. — , 
geb. MJi 11.60 

Vorlesungen liber die Theorie der automorphen Funktionen. 
Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braun- 
schweig, und Geh. Reg.-Rat Dr. F. Klein , weil. Prof. a. d. Univ. Gottingen. 
I. Band: Die gruppentheoretischen Grundlagen. 2. Aufl. Mit 192 Fig. 

[XVI u. 634 S.] gr. 8. 1926. Geh. JUC 26.- 
II. Band : Die funktionentheoretischen Ausfiihrungen und die Anwen- 
dungen. 2. Aufl. Mitii4Fig. [XIVu.668S.] gr.8. 1926. Geh.^^28.-- 

Vorlesungen liber algebraische Geometrie. Geometrie auf einer 
Kurve. Riemannsche Flachen, Abelsche Integrale. Von Dr. F. Severi, 
Prof. a. d Univ. Rom. Berechtigte deutsche Ubersetzung von Ministerial- 
rat Prof. Dr. E. Loffler, Stuttgart. [XVIU.408S.] gr.8. 1921. Geh.JOfi2.— , 
geb. MJi 14.60 

Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr. 
E.Jahnke, weil. Prof, an der Techn. Hochsch. Berlin, und Dr. F.Emde, 
Prof, an der Techn. Hochsch. in Stuttgart. 2., unverand. Nachdr. d. i.Aufl. 
Mit 53 Fig. [XII u. 176 S.] gr. 8. (1909) 1928. (Samml. math.-phys. 
Lehrb. Bd. 5.) Geb. MJi 8. — 
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Pascals Repertorium der hoheren Mathematik. 2., vollig umgearb. 
Aufl. der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker 
heraasg. von Dr. E . Satkowski \ Prof. a. d. Techn. Hochschule in Berlin, 
u. Dr. H. E. Timerding , Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. 

I. Band: Analysis. Herausg von E. Salkowski. 

1. Teilband: Algebra, Differential- und Integralrechnung. [XV u. 527S.] 
gr. 8. 1910. Geb. MJt 18. — 

2. Teilband: DifFerentialgleichungen, Funktionentheorie. Mit 26 Fig. 
im Text. [XII u. S 529 — 1023.] gr. 8. 1927. Geb. MJt 18. — 

3. Teilband : Reelle Funktionen, NeuereEntwicklungen, Zahlentheorie. 
Mit Fig. gr. 8. 1929. Geb. MJt 22. — 

II. Band: Geometrie. Herausg. von H. E. Timerding . 

1. Teilband: Grundlagen und ebene Geometrie. Mit 54 Fig. [XVIII 
u. 534 S.] gr. 8. 1910. Geb. MJt 18. — 

2. Teilband: Raumgeometrie. Mit 12 Fig. im Text. [XII u. 628 S.] 
gr. 8. 1922. Geh. MJt 17. — , geb. MJt 20. — 

Vorlesungen liber Algebra. Unter Benutzung der dritten Auflage des 
gleichnamigen Werkes von f Dr. G. Bauer. In 4., verm. Aufl. dargest. von 
Dr. L. Bieberbach , Prof. a. d. Univ. Berlin. Mit 16 Fig.im Text u. auf 1 Taf. 
[X u. 334 S.] gr. 8. 1928. Geb. MJt 20.— 

Hohere Algebra. Deutsche Bearbeitungdes Werkes : Dickson, Modern alge- 
braic theories. Von Studienassessor E. Bodewig , Mors (Rhlcl.). Mit 3 Fig. 
[ca. VIII u. 240 S.] gr. 8. 1929. Geh. MJt 14. — , geb. MJt 18. — 
Praktische Xnfmitesimalrechnung. Von F. F. P. Bisacre, M. A. (Char- 
tered Civil Engeneer), Ascania Helensburgh. Deutsch von Dr. E, Trefftz , 
Prof. a. d. Techn. Hochschule in Dresden, und Dr. phil. E. K'onig, Elberfeld. 
Mit 104 Abb. u. 3 Taf. [XII u. 364 S.] 8. 1929. Geh MJt 16. — , geb. MJt 18. — 
Integralglelchungen unter besonderer Berticksichtigung der An- 
wendungen. Von Dr. G. Wiarda , Prof. a. d. Techn. Hochschule i. Dresden. 
(Samml. math.-phys. Lehrb. Bd. 25.) [In Vorb. 1929] 
Dimensionstheorie. Von Dr. K. Menger, Prof. a. d. Univ. Wien. [IV u. 
319 S] gr. 8. 19*8. Geh. MM 22.-, geb. MJt 24. — 

Die von Menger und Urysohn begrundete Dimensions- und Kurventheorie findet 
in dem Werk eine systematische Darstellung. In einem einfuhrenden Kapitel werden die 
wichtigsten elementaren Satze der Punktmengenlehre entwickelt, so daB die Lektiire des 
Buches keine speziellen Vorkenntnisse voraussetzt. Nach einer Darstellung der Geschichte 
des alten Dimensionsproblems, dessen besondere Wichtigkeit immer wieder von hervor- 
ragenden Mathematikern und Pkilosopben betont wurde, werden die Hauptergebnisse der 
neuen Theorie nach den Methoden von Menger und von Hurewicz bewiesen. Ein- 
gehende Schilderung finden die Ausblicke, welcbe die neue Theorie auf die gesamte 
Lehre vom Raum eroffnet. 

Partial differential equations of mathematical physics. By f Arthur 
Gordon Webster, A. B. (Harv.), Ph. D. (Berol.), Professor of Physics, Director 
of the Physical Laboratory, Clark University, Worcester, Mass. Ed. by 
Samuel J. Plimpton, Ph. D. (Yale.) Assistent Prof, of Physics, Polytechnic 
Institute, Worcester. Mass. Mit Fig. [VIII u. 440 S.] gr. 8. 1927. (Teubn. 
Lehrbiicher d. math. Wiss. Bd. XLII.) Geh. MJt 23. — , geb. MJt 25. — 

Partielle DifFerentialgleichungen. Deutsche Ausgabe von Webster, 
Partial Differential Equations. Hrsg. von Dr. G. Szego, Prof. a. d Univ. 
Konigsberg/Pr. (Teubn. Lehrb. d math. Wiss. Bd. XLIII ) [U. d. Pr. 1929] 

Mathematisches Praktikum. Von Dr. H. v. Sanden, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule in Hannover. (Teubn. math. Leitf. Bd. 27) 

1. Band. Mit 17 Fig. im Text sowie 20 Zahlentaf. als Anhang. [V u. 122 S.] 

8. 1928. Geb. MM 6.80 

2. Band. [In Vorb. 1929] 
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Wissenschaft und Hypothese 

Ne ue B and e 

Philosophic der Materie. Von B. Russell. Deutsch von Dr. K. Gr el ling, 
Berlm-Johannisthai. [VI u. 426 S.] 8. 1929. (Bd. XXXII.) Geb. MJC 18. — 

Nach einer logischen Analyse der Quanten- und der Relarivitatstheorie werden die 
erkenntnistheoretischen Fragen behandelt, die sich an das Verhaltms der Wissenschaft 
zur Sinneswahrnehmung kniipien. Die Untersuchung miindet in den Aufbau ernes Systems 
der Fhysik, aufsteigend zum Begriff der Materie und des Naturgesetzes. 

Zur Geschichte der Logik. Grundlagen und Aufbau der Wissenschaft im 
Urteil der mathematischen Denker. Von Dr .F. Enriques, Prof. a. d. Univ. 
Rom. Deutsch v. Dr . L. Bieberbach, Prof. a. d. Umv. Berlin. [VU.240S.J 8. 

1927. (Bel. XXVI.) Geb .JUt n.— 

Die Ubersetzung dieses Werkes, das in einem Gang durch die Geschichte der mathe- 
matischen Ideen zeigt, wie die Entwxt thing der Mathematik im Laufe der Jahrhunderte 
ein entsprechendes Fortscbreiten und eine W auditing der Logik zur Folge gehabt hat, 
wird wtllkommen sein, da die deutsche Literatur daniber nichts aufzuweisen hat; denn 
wir haben keine Forscher gieicher Richtung, und Enriques beherrscht sowohl den philolo- 
gischen Apparat als auch das philosophische und mathematische Denken so wie wobl 
iiberhaupt kein anderer. Das Buch wird nicht nur dem Fachmann Neues bieten, sondern auch 
jedem verstandlich und anregend sein, der Fuhlung mit dem wissenschaftlichen Denken hat. 

Das Wissenschaftsideal der Mathematiker. Von Prof. P. Boutroux. 
Autorisierte deutsche Ausgabe mit erlauternden Anmerkungen von 
Dr. H. Po’laczek- Geiringer, Berlin. [IV u. 253 S.] 8. 1927. (Bd. XXVIII.) 
Geb. FIJI 1 1.— 

,,Der Verfasser (Sohn von Emile Boutroux) geht von dem Gf-danken aus, ,daB es in 
der Mathemdtik zu alien Zeiten, ganz hesonders aber in Epochen intensiven wissen sc haft- 
lichen l.ebens bestimmte Ideale gibt, denen die Forscher nachstreben und die die Auswahl 
und Auffassung dei behandelten Probleme bestimmen*. In dxesem Sinne ziehc er die ,groBen 
Linien drr Entwicklung des mathematischen Denkens*, ausgehend vom ,Begriff der Mathe- 
matik bei den Hellenen 4 und schlieBend mit einer Untersuchung uber ,die gegenwartige 
Aufgabe des MathematikersV* (Annalen der Fhilosophie und philosoph. Kritik.) 

Zehn Vorlesungen fiber die Grundlegung der Mengenlehre. 
Gehalten in Kiel auf Einladung der Kant-Gesellschaft, Ortsgruppe Kiel. 
Von Dr. A. P'raenkel \ Prof a. d. Univ. Marburg a. d. L. [X u. 182 S.] 
8. 1927. (Bd. XXXI.) Gtb.J^ifS.- 

„Verfasser beweist auch hier wieder sein auBerordentliches Geschick, die begrifflichen 
Grundlagen dieses aktuellen Gebietes mit einem noben Grade von Prazision und doch 
verhaltnismaBig leicht ve. standlich zu entwkkeln DaB die aus der mathematischen Original- 
literatur sthvter zugangluhen Geda«ken des Intuitionismus hier eine von didaktischen 
Grundsat2en geleitete Darsiellung erlahren, macht das Bucb besonders wertvoll.* 4 

(Zeitschrift fiir den physikalischen und chemischen Unterricht.) 

Die vierte Dimension. Eine Einfiihrung in das vergleichende Studium 
der verschiedenen Geometrien. Von Dr. Hk. de Vries , Prof. a. d. Univ. 
Amsterdam. Nach der 2. hollandischen Ausgabe ins Deutsche iibertragen 
von Frau Dr. R. Stru k. Mit 35 Fig. im Text. [IX u. 167 S.] 8. 1926. 
(Bd. XXIX.) Geb. JOT 8.— 

Die auf Grund der ktirzlich erschienenen zweiten, vermehrten und verbesserten 
Auflage veranstaltete Ubersetzung des Werkes wird vielfach willkommen sem, denn die 
Art und Weise, in der es die Grundgedanken und Elemente der euklidischen mehrdimen- 
sionalen sowie der nichteuklidischen Geometrien, speziell der hyperbolischen und ellip- 
tiseben zu vermitteln weiB, entspricht dem Bedurfuis aller derer, die sich — insbesondere 
ftir das Studium der Mathematik wie der Physik — auf angenehmem Wege in diese 
Gebiete einfuhren lassen wollen. 


In J., umgearb. u. vermehrterAuflage liegt vor: 
Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. D. Hilbert, Prof, 
a. d. Univ. Gottingen. Mit z&hlr. in den Text gedruckten Fig. [ca. VI u. 
234 S.] 8 1929. (Bd. VII.) Geb ir. — 

„Das Verdienst des Hilbertschen Buches bestebt in der klaren, erkenntnistheoretischen 
Grundauffassung, in der scharfen Problemstellung und den arithmetisch-algebr-iischen 
Methoden.“ (Deutsche Literaturzeitung.) 
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